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The´orie de Lubin-Tate non abe´lienne ℓ-entie`re
J.-F. Dat∗
Re´sume´
For two primes ℓ 6= p, we investigate the Zℓ-cohomology of the Lubin-Tate towers of a
p-adic field. We prove that it realizes some version of Langlands and Jacquet-Langlands
correspondences for flat families of irreducible supercuspidal representations parametrized
by a Zℓ-algebra R, in a way compatible with extension of scalars. Applied to R = Fℓ, this
gives a cohomological realization of the Langlands-Vigneras correspondence for supercus-
pidals, and a new proof of its existence. Applied to complete local algebras, this provides
bijections between deformations of matching Fℓ-representations. Besides, we also get a
virtual realization of both the semi-simple Langlands-Vigneras correspondence and the
ℓ-modular Langlands-Jacquet transfer for all representations, by using the cohomology
complex and working in a suitable Grothendieck group.
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1 Principaux re´sultats
SoitK un corps local non-archime´dien d’anneau d’entiersO et de corps re´siduel k ≃ Fq,
ou` q est une puissance d’un nombre premier p. Soit kca une cloˆture alge´brique de k et K̂nr
l’extension non ramifie´e maximale comple´te´e de K, d’anneau des entiers Ônr et de corps
re´siduel kca.
Fixons un entier d ∈ N. Nous notons M̂LT,n le n-e`me e´tage de la tour de Lubin-Tate
de hauteur d du corps K. C’est donc le Ônr-sche´ma formel qui classifie les de´formations
par quasi-isoge´nies et munies de structures de niveau n a` la Drinfeld de l’unique O-
module formel Hd de dimension 1 et hauteur d sur kca. Par de´finition, le groupe de
quasi-isoge´nies de Hd agit sur M̂LT,n, et on sait qu’il s’identifie au groupe D× des unite´s
de l’alge`bre a` division de centre K et d’invariant 1/d. Par un jeu subtil sur les structures
de niveau, le groupe line´aire G := GLd(K) agit sur la tour des (M̂LT,n)n∈N, et cette action
commute a` celle de D×. De plus, l’action du produit G×D× se factorise par le quotient
GD := (G×D×)/K×diag. Nous noteronsMLT,n la fibre ge´ne´rique de M̂LT,n. C’est un K̂
nr-
espace analytique lisse de dimension d− 1. Il est muni d’une donne´e de descente a` K qui
permet de prolonger a` WK l’action de l’inertie IK sur H
∗
c (M
ca
LT,Λ) := lim−→n
H∗c (M
ca
LT,n,Λ).
Soit maintenant ℓ 6= p un nombre premier. Par commodite´, nous choisissons une racine
carre´e de q dans Zℓ, ce qui nous permet de de´finir les torsions a` la Tate demi-entie`res,
et de normaliser la correspondance de Langlands ℓ-adique. Notre but est de prouver des
versions mod ℓ et ℓ-entie`res des the´ore`mes locaux principaux de Harris et Taylor dans [18]
sur la cohomologie ℓ-adique deMLT. Nous apportons donc plusieurs re´ponses au Problem
6 pose´ par Harris dans [17].
1.1 Modulo ℓ
On rappelle que, suivant Vigne´ras, une Fℓ-repre´sentation irre´ductible est dite super-
cuspidale si elle n’est sous-quotient d’aucune induite parabolique propre admissible. En
ge´ne´ral, cette proprie´te´ est plus forte que celle d’eˆtre cuspidale, i.e. annule´e par tous les
foncteurs de Jacquet propres.
The´ore`me 1.– Pour π une Fℓ-repre´sentation irre´ductible supercuspidale de G, la Fℓ-
repre´sentation HomZℓG
(
Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ), π
)
de D× × WK est irre´ductible. Si on l’e´crit
sous la forme
HomZℓG
(
Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ), π
)
≃
D××WK
ρ(π)⊗ σ(π)(
d − 1
2
),
alors on a les proprie´te´s suivantes :
i) π 7→ σ(π) est une bijection entre classes de Fℓ-repre´sentations supercuspidales de G
et classes de Fℓ-repre´sentations irre´ductibles de dimension d de WK .
ii) π 7→ ρ(π) est une injection de l’ensemble des classes de Fℓ-repre´sentations supercus-
pidales de G dans celui des classes de Fℓ-repre´sentations irre´ductibles de D×.
iii) Pour tout Qℓ-rele`vement π˜ de π, on a σ(π) = rℓ(σ(π˜)) et ρ(π) = rℓ(ρ(π˜)).
Dans le dernier point, la notation ρ(π˜) de´signe la correspondante de Jacquet-Langlands
de π˜, et σ(π˜) de´signe sa correspondante de Langlands. La notation rℓ de´signe l’application
de “de´composition” qui consiste a` prendre un re´seau stable, le re´duire “modulo ℓ” et semi-
simplifier.
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Quelques remarques s’imposent :
– l’existence d’une bijection satisfaisant les points i) et iii) (et donc ne´cessairement
unique) n’est pas nouvelle et est duˆe a` Vigne´ras dans [26]. Les diffe´rences entre sa
preuve et la notre sont dans le point iii), qu’elle obtient par un argument global
de congruences entre formes automorphes sur des groupes anisotropes, et dans la
preuve de la surjectivite´. Les preuves de l’irre´ductibilite´ et de l’injectivite´ reposent
toujours sur son “crite`re nume´rique” [27, 2.3].
– De meˆme, l’existence d’une injection satisfaisant les points ii) et iii) est de´ja` e´tablie
dans [12], et la diffe´rence re´side dans le point iii) qui y est obtenu a` l’aide de “ca-
racte`res de Brauer”.
– L’e´nonce´ obtenu lorsque l’on remplace Fℓ par Qℓ (moins le point iii) e´videmment)
de´coule de [18, Thm B], une fois que l’on sait que la partie supercuspidale de la
cohomologie est concentre´e en degre´ d − 1, ce qui est prouve´ par Mieda dans [22],
cf aussi Strauch [24]. Nous utilisons bien e´videmment tous ces re´sultats.
Bien qu’il n’apparaisse pas dans cet e´nonce´, un roˆle crucial est joue´ par le complexe
RΓc(M
ca
LT,Zℓ) ∈ D
b(Rep∞,cZℓ (GD ×WK))
de´fini dans la section 3 de [10]. Ici, la cate´gorie de´rive´e est celle de la cate´gorie abe´lienne
des Zℓ-repre´sentations de GD ×WK qui sont lisses (signe ∞) pour l’action de GD, et
qui sont continues (signe c) pour celle de WK au sens ou` l’action de IK provient d’une
structure de module sur l’alge`bre comple´te´e Zℓ[[IK ]] et est lisse sur le plus grand sous-
groupe ferme´ Iℓ
′
K d’ordre premier a` ℓ. La proprie´te´ essentielle sur laquelle repose cet article
est prouve´e dans l’appendice A.1 ou` l’on trouvera un e´nonce´ plus pre´cis :
Proposition.– Le complexe RΓc est isomorphe, dans D
b(Rep∞Zℓ(G)), a` un complexe
borne´ de ZℓG-repre´sentations lisses projectives et “localement de type fini”.
La strate´gie ge´ne´rale pour prouver des e´nonce´s de ce type remonte au moins a` SGA4,
Exp XVII (5.2.10), mais la preuve n’est pas formelle pour autant : on utilise par exemple
le morphisme de pe´riodes de Gross-Hopkins et le fait que la cate´gorie Rep∞Zℓ(G) des Zℓ-
repre´sentations lisses de G est localement noethe´rienne.
Cette proprie´te´ de finitude montre que pour une Fℓ-repre´sentation lisse irre´ductible π
de G, le complexe
Rπ := RHomZℓG (RΓc(M
ca
LT,Zℓ), π) (
1− d
2
)[1− d] ∈ D+(Rep∞,c
Fℓ
(D× ×WK))
est a` cohomologie borne´e et de dimension finie. Ceci permet de conside´rer son image
[Rπ] ∈ R(D
× ×WK ,Fℓ)
dans le groupe de Grothendieck des repre´sentations de longueur finie de D××WK . Nous
obtiendrons alors l’amplification suivante du the´ore`me 1 :
The´ore`me 2.– Pour π ∈ IrrFℓ (G), la Fℓ-repre´sentation virtuelle [Rπ] est de la forme
[Rπ] = LJ(π)⊗ σ(π)
ss, ou`
i) σ(π)ss est une Fℓ-repre´sentation semi-simple de dimension d de WK ve´rifiant les
proprie´te´s suivantes :
(a) σ(π)ss = σ(π1)
ss+σ(π2)
ss si π est sous-quotient de l’induite parabolique π1×π2.
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(b) σ(π)ss = rℓ(σ(π˜)) pour toute Qℓ-repre´sentation irre´ductible entie`re π˜ dont la
re´duction modulo ℓ contient π.
ii) LJ(π) est une Fℓ-repre´sentation virtuelle de D× et l’homomorphisme
LJFℓ : R(G,Fℓ) −→ R(D
×,Fℓ)
obtenu par line´arite´ ve´rifie LJFℓ◦rℓ = rℓ◦LJQℓ, ou` LJQℓ est le transfert de Langlands-
Jacquet ℓ-adique R(G,Qℓ) −→ R(D
×,Qℓ) de [10, Cor. 2.1.5].
Dans le texte, nous prouverons d’abord le the´ore`me 2 et montrerons que l’application
π 7→ σ(π)ss ve´rifie la proprie´te´ i) du the´ore`me 1. Puis nous de´duirons le the´ore`me 1
en remarquant que [Rπ] = [HomZℓG(H
d−1
c , π)(
d−1
2 )] lorsque π est supercuspidale. Il est
possible de prouver tout le the´ore`me 1 moins la surjectivite´ du point i), sans e´tudier [Rπ],
cf remarque (3.1.4).
On peut faire les meˆmes remarques que pre´ce´demment :
– Le i) fournit une re´alisation cohomologique de la correspondance de Langlands semi-
simple e´tablie par Vigne´ras dans [26] et donne une nouvelle 1 preuve de son existence.
– Le ii) fournit une re´alisation cohomologique du transfert de Langlands-Jacquet ℓ-
modulaire de [12] et donne une nouvelle preuve de son existence.
– Lorsque l’on remplace Fℓ par Qℓ, la formule [Rπ] = LJ(π) ⊗ σ(π) de´coule des faits
suivants :
a) On a l’e´galite´ [Rπ] =
∑
i,j(−1)
i+j [ExtjG(H
i
c(M
ca
LT,Qℓ), π)].
b) On connait de´ja`
∑
i(−1)
i[H ic(M
ca
LT,Qℓ)] graˆce a` [18, Thm VII.1.5].
c) On conclut graˆce au calcul d’extensions de [10, 2.1.16].
On notera que pour π sur Fℓ, l’e´galite´ a) n’a parfois aucun sens car la somme
de droite est infinie. C’est par exemple le cas pour π la repre´sentation triviale et
q ≡ 1[ℓ].
Par ailleurs, lorsque π est sur Qℓ, nous avons de´crit beaucoup plus pre´cise´ment le com-
plexe Rπ dans [10, Thm. A], en utilisant les re´sultats de Boyer [5]. Selon cette description,
Rπ n’a de la cohomologie qu’en degre´s de meˆme parite´, et il n’y a donc aucune annulation
lorsqu’on prend la somme alterne´e. L’exemple suivant, de´taille´ en (2.2.7), montre que ceci
n’est plus toujours vrai sur Fℓ.
Exemple.– Supposons d = 3 et q ≡ 1[ℓ]. Soit π le quotient de C∞(P2(K),Fℓ) par les
fonctions constantes. Alors H−1(Rπ) et H
1(Rπ) sont de dimension au moins 2.
1.2 En familles, et en de´formations
Dans le the´ore`me (3.2.4) du texte, nous donnons une description explicite de la “partie
supercuspidale” de la cohomologie entie`re de MLT. Nous ne re´pe´tons pas cet e´nonce´ ici,
qui demande beaucoup de notations, mais donnons plutoˆt quelques corollaires frappants.
Soit Znrℓ l’extension non ramifie´e maximale de Zℓ dans Zℓ. Pour R une Z
nr
ℓ -alge`bre
noethe´rienne, on appellera R-famille de repre´sentations irre´ductibles de G toute R-repre´-
sentation lisse (Π, V ) ve´rifiant
– V H est localement libre de rang fini pour tout pro-p-sous-groupe ouvert de G
– Π⊗R C est irre´ductible pour tout corps alge´briquement clos C au-dessus de R.
1. Noter que l’on utilise tout de meˆme les re´sultats fins de classification des Fℓ-repre´sentations de G duˆs a`
Vigne´ras
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The´ore`me 3.– Il existe deux foncteurs exacts
Rep∞Znr
ℓ
(G) → Rep∞Znr
ℓ
(D×)
Π 7→ ρ(Π)
et
Rep∞Znr
ℓ
(G) → Rep∞Znr
ℓ
(WK)
Π 7→ σ′(Π)
tels que pour toute Znrℓ -alge`bre noethe´rienne R, on a :
i) Π 7→ σ′(Π) induit une bijection entre classes de R-familles de repre´sentations irre´duc-
tibles supercuspidales de G et classes de R-familles de repre´sentations irre´ductibles
de dimension d de WK .
ii) Π 7→ ρ(Π) induit une injection de l’ensemble des classes de R-familles de repre´sen-
tations irre´ductibles supercuspidales de G dans celui des classes de R-familles de
repre´sentations irre´ductibles de D×.
iii) Si Π est une R-famille de repre´sentations irre´ductibles supercuspidales de G, alors
il existe un R-module inversible R(Π) et un isomorphisme
HomZℓG
(
Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ),Π
)
⊗R R(Π) ≃ ρ(Π)⊗R σ
′(Π)
En fait, les foncteurs de l’e´nonce´ induisent des e´quivalences de cate´gories entre cer-
taines sous-cate´gories “naturelles” de repre´sentations des trois groupes ; on renvoie au pa-
ragraphe (3.2.5) pour l’e´nonce´ pre´cis. Les points i) et ii) fournissent des correspondances
de Langlands et Jacquet-Langlands pour les R-familles de repre´sentations irre´ductibles.
En vertu de l’exactitude des foncteurs annonce´s, ces correspondances sont compatibles a`
tout changement d’anneau R. De meˆme, le module inversible et l’isomorphisme du point
iii) peuvent eˆtre choisis fonctoriels en la paire (R,Π). En particulier, ce the´ore`me implique
le the´ore`me 1. Ne´anmoins, nous ne le prouverons qu’apre`s avoir e´tabli le the´ore`me 1.
Remarquons qu’on ne peut pas “descendre” ce the´ore`me a` Zℓ, mais on peut “descen-
dre” une version ou` l’on impose une condition de type caracte`re central/de´terminant fixe´,
cf (3.3.4).
Comme corollaire, on obtient des correspondances entre de´formations de repre´senta-
tions de G, D× et WK , ou si l’on pre´fe`re, une de´formation des correspondances de Lan-
glands et Jacquet-Langlands du the´ore`me 1. Notons AFℓ la cate´gorie des Z
nr
ℓ -alge`bres lo-
cales comple`tes noethe´riennes de corps re´siduel Fℓ. Un rele`vement d’une Fℓ-repre´sentation
π de G a` Λ ∈ AFℓ est une Λ-repre´sentation admissible et plate, dont la re´duction modulo
mΛ est isomorphe a` π. Les rele`vements de π s’organisent en une cate´gorie cofibre´e en
groupo¨ıdes au-dessus de AFℓ , que nous noterons Rel(π). De meˆme, on a les cate´gories
(cofibre´es sur AFℓ) Rel(ρ) et Rel(σ) pour des repre´sentations de D
× et WK .
Corollaire.– Soit π une Fℓ-repre´sentation supercuspidale de G. Les foncteurs π˜ 7→
ρ(π˜) et π˜ 7→ σ(π˜) := σ′(π˜)(1−d2 ) induisent des e´quivalences de cate´gories cofibre´es sur AFℓ
Rel(π)
∼
−→ Rel(ρ(π)) et Rel(π)
∼
−→ Rel(σ(π)),
et il existe des isomorphismes fonctoriels en (Λ, π˜) ∈ Rel(π)
HomZℓG
(
Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ), π˜
)
∼
−→ ρ(π˜)⊗Λ σ(π˜)(
d − 1
2
).
De plus, π˜ et ρ(π˜) ont un caracte`re central relie´ au de´terminant de σ(π˜) par la formule
car.cent.(π˜) = car.cent.(ρ(π˜)) = det(σ(π˜)) ◦ Art−1K : K
× −→ Λ×.
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Nous allons donner une version plus concre`te de ce corollaire en montrant comment
les de´formations universelles permettent de de´crire la partie supercuspidale de la cohomo-
logie de MLT. Pre´cisons d’abord ce que signifie “partie supercuspidale”. Comme une Fℓ-
repre´sentation irre´ductible supercuspidale n’a d’extensions de Yoneda qu’avec elle-meˆme,
on peut scinder canoniquement toute Znrℓ -repre´sentation lisse V deG en une somme directe
V = Vsc ⊕ V
′, dans laquelle tous les sous-quotients irre´ductibles de Vsc sont supercuspi-
daux, et aucun sous-quotient irre´ductible de V ′ n’est supercuspidal, cf (3.0.2).
Fixons un e´le´ment ̟ de O de valuation strictement positive, et notons ̟Z le sous-
groupe discret de K× qu’il engendre. On peut voir ̟Z comme un sous-groupe central dis-
cret de G, de D×, ou de GD. On s’inte´resse alors aux ̟Z-coinvariants Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ)̟Z
de la cohomologie, qui s’identifient a` la cohomologie Hd−1c (M
ca
LT/̟
Z,Zℓ) de la tour quo-
tiente´e par l’action libre de ̟Z. Soit π une Fℓ-repre´sentation irre´ductible supercuspidale
de G/̟Z. On sait que ρ(π) est une repre´sentation de D×/̟Z, et que le de´terminant de
σ(π) vaut 1 sur l’e´le´ment ϕ := ArtK(̟) deW
ab
K correspondant a` ̟ par le corps de classes
local. Un ̟-rele`vement de π, resp. ρ(π), est un rele`vement qui se factorise par G/̟Z,
resp. D×/̟Z. Un ϕ-rele`vement de σ(π) est un rele`vement de de´terminant 1 sur ϕ.
Soit Z˘ℓ le comple´te´ ℓ-adique de Znrℓ . Posons maintenant
Λ̟π := Z˘ℓ[Sylℓ(F
×
qfπ
× fπZ/dvZ)],
ou` fπ est la longueur de π|G0 et v = valO(̟). On remarquera que c’est une Z˘ℓ-alge`bre
locale comple`te noethe´rienne de corps re´siduel Fℓ.
The´ore`me 4.– Tordons 2 l’action deG par g 7→ tg−1. Il existe alors une de´composition
Hd−1c (M
ca
LT/̟
Z, Z˘ℓ)sc ≃
⊕
π∈Scusp
Fℓ
(G/̟Z)
π˜ ⊗Λ̟π ρ˜(π)⊗Λ̟π σ˜(π)(
1− d
2
)
ou` π˜ et ρ˜(π) sont des ̟-rele`vements de π et ρ(π) sur Λ̟π , et σ˜(π) est un ϕ-rele`vement de
σ(π) sur Λ̟π . De plus, on a les proprie´te´s suivantes.
i) Ces rele`vements sont universels en tant que de´formations ; Λ̟π est donc l’anneau de
̟- ou ϕ-de´formations de π, ρ(π) et σ(π).
ii) π˜ est une enveloppe projective de π dans Rep∞
Z˘ℓ
(G/̟Z) et ρ˜(π) est une enveloppe
projective de ρ(π) dans Rep∞
Z˘ℓ
(D×/̟Z).
Remarquons que la cohomologie fournit donc l’anneau de ̟- ou ϕ- de´formation de
π, ρ(π) et σ(π) par la formule Λ̟π = EndZ˘ℓGDW
(
Hd−1c (M
ca
LT/̟
Z, Z˘ℓ)C̟π
)
, ou` l’indice C̟π
signifie “localise´ en π” ou “partie π-isotypique ge´ne´ralise´e”, cf appendice B.1. Par ailleurs,
quitte a` se de´barasser de l’action de D× en appliquant le foncteur HomZ˘ℓD×(ρ˜(π),−), on
constate que Hd−1c (M
ca
LT/̟
Z)Cπ fournit un cas particulier (facile) d’existence de “corres-
pondance de Langlands locale en familles” au sens de [14].
Organisation de l’article. Dans la section 2, nous prouvons le the´ore`me 2, en reportant
la preuve de la proprie´te´ de perfection de RΓc a` l’appendice A, pour bien se´parer les
arguments. Dans la section 3, nous e´tudions la partie supercuspidale de la cohomologie et
nous prouvons les autre the´ore`mes annonce´s ci-dessus. Nous avons isole´ les ingre´dients de
pure the´orie des repre´sentations dans l’appendice B, en espe´rant que cela puisse clarifier
les arguments.
2. ceci pour e´viter l’apparition de contragre´dientes
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2 Re´alisation virtuelle de Langlands et Jacquet-
Langlands modulo ℓ
Dans cette section, nous prouvons le the´ore`me 2, en renvoyant a` l’appendice pour les
proprie´te´s cohomologiques utilise´es. Au passage, nous rede´montrons donc l’existence et
les proprie´te´s de la correspondance de Langlands ℓ-modulaire de [26] et du transfert de
Langlands-Jacquet ℓ-modulaire de [12].
2.1 Une proprie´te´ de finitude et ses conse´quences
Dans ce paragraphe, Λ de´signe une Zℓ-alge`bre finie. Une repre´sentation lisse V de
G a` coefficients dans Λ est dite localement de type fini si pour tout entier n, le module
V Hn est de type fini sur l’alge`bre de Hecke HΛ(G,Hn). Ici, Hn de´signe le sous-groupe de
congruences Id+̟nMd(O). La proprie´te´ de noethe´riannite´ suivante nous sera utile :
(2.1.1) Fait ([11], Thms 1.3 et 1.5)– L’anneau HΛ(G,Hn) est noethe´rien. En parti-
culier, toute sous-repre´sentation d’une repre´sentation localement de type fini est locale-
ment de type fini.
(2.1.2) De´finition.– Un complexe C de Db(Rep∞Λ (G)) sera dit localement parfait s’il
est quasi-isomorphe a` un complexe borne´ de la forme Pa −→ Pa+1 −→ · · · −→ Pb dont
chaque terme Pi est projectif et localement de type fini.
On appelle amplitude parfaite le plus petit intervalle [a, b] pour lequel on peut trou-
ver un complexe comme ci-dessus. On se gardera de confondre l’amplitude parfaite et
l’amplitude cohomologique.
(2.1.3) Proposition.– Le complexe RΓc(M
ca
LT,Λ) ∈ D
b(Rep∞Λ (G)) est localement
parfait, d’amplitude parfaite [0, 2d − 2].
Nous renvoyons a` l’appendice A pour la preuve de cette proposition. On y trouvera
aussi une proprie´te´ de perfection pour RΓc(M
ca
LT,Λ) en tant que complexe deD
×-modules,
mais l’amplitude parfaite est dans ce cas [d− 1, 2d− 2], donc e´gale a` l’amplitude cohomo-
logique, cf proposition (A.2.1). Par contre, le complexe n’est pas simultane´ment parfait
(i.e. en tant que complexe de GD-modules), cf remarque (A.2.2).
(2.1.4) De´finition.– Une Λ-repre´sentation lisse V de G est dite Z-finie si toute
K×-orbite dans V est contenue dans un sous-Λ-module de type fini.
(2.1.5) Proposition.– Soit C = Fℓ ou Qℓ. Pour toute C-repre´sentation Z-finie et
de type fini V de G, le complexe
RHomZℓG(RΓc(M
ca
LT,Zℓ), V
∨) ∈ D+(Rep∞,cC (D
× ×WK))
est cohomologiquement borne´, d’amplitude contenue dans [2−2d, 0], et sa cohomologie est
de dimension finie.
Preuve. L’assertion sur l’amplitude cohomologique du complexe en question de´coule
imme´diatement de celle sur l’amplitude parfaite de la proposition (2.1.3). Il reste a` prouver
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que la cohomologie est de dimension finie. Pour cela, il suffit de prouver que pour tous i
et j on a
dimC Ext
j
CG(H
i
c(M
ca
LT, C), V
∨) <∞.
Soit G0 := ker (valK ◦det). D’apre`s l’isomorphisme (3.5.2) de [10], on a H
i
c(M
ca
LT, C) =
indGG0
(
H ic(M
(0),ca
LT , C)
)
ou` M
(0)
LT de´signe la tour des de´formations de Lubin-Tate (le lieu
ou` la quasi-isoge´nie re´siduelle est de degre´ 0). On a donc ExtjG(H
i
c(M
ca
LT, C), V
∨) =
Extj
G0
(H ic(M
(0),ca
LT , C), V
∨).
Comme K×G0 est d’indice fini dans G, nos hypothe`ses sur V impliquent qu’elle est de
type fini sur G0. Comme on l’a de´ja` rappele´, (fait (2.1.1)), la cate´gorie des repre´sentations
de type fini de G est stable par sous-objet, et on en de´duit facilement que celle des
repre´sentations de type fini de G0 l’est aussi. Il s’ensuit que V|G0 posse`de une re´solution
projective (en ge´ne´ral infinie) par des repre´sentations de la forme indG
0
Hn (1C)
k (induites
a` supports compacts). Par passage a` la contragre´diente, V ∨|G0 admet une re´solution injec-
tive par des repre´sentations de la forme IndG
0
Hn (1C)
k (induites sans condition de sup-
ports). Or, on a HomG0(H
i
c(M
(0),ca
LT , C), Ind
G0
Hn (1C)) ≃ HomHn(H
i
c(M
(0),ca
LT , C), C) ≃
H ic(M
(0),ca
LT,n , C)
∨, et on sait que ce dernier C-espace vectoriel est de dimension finie.
Soit maintenant π une C-repre´sentation de longueur finie de G. Appliquant la pro-
position ci-dessus a` π∨, on voit que le complexe Rπ de l’introduction appartient a` la
sous-cate´gorie triangule´e Dbtf(Rep
∞,c
C (D
× ×WK)) des objets de D
+(Rep∞,cC (D
× ×WK))
cohomologiquement borne´s et a` cohomologie de dimension finie. Ceci permet de de´finir la
classe
[Rπ] :=
∑
i∈Z
(−1)i[Hi(Rπ)] ∈ R(D
× ×WK , C)
de Rπ dans le groupe de Grothendieck des C-repre´sentations de longueur finie. Toute suite
exacte π1 →֒ π2 ։ π3 induit un triangle distingue´ Rπ3 −→ Rπ2 −→ Rπ1
+1
−→, donc on a
[Rπ2 ] = [Rπ1 ] + [Rπ3 ]. On obtient de la sorte un homomorphisme
R(G,C) −→ R(D× ×WK , C)
entre groupes de Grothendieck.
La proposition pre´ce´dente nous donne une information supple´mentaire sur l’homo-
morphisme compose´ π 7→ [Rπ∨ ]. Celui-ci doit en effet se factoriser a` travers le morphisme
canonique R(G,C) −→ KZ(G,C) ou` KZ(G,C) de´signe le groupe de Grothendieck de la
cate´gorie (abe´lienne) des C-repre´sentations Z-finies et de type fini. En particulier, [Rπ] = 0
de`s que la classe de π∨ est nulle dans KZ(G,C). Nous allons voir un exemple inte´ressant.
(2.1.6) De´finition.– Notons RI(G,C) le sous-groupe de R(G,C) engendre´ par les
induites paraboliques propres. Une C-repre´sentation π est dite elliptique si [π] /∈ RI(G,C).
(2.1.7) Corollaire.– Si π n’est pas elliptique, alors [Rπ] = 0.
Preuve. Il suffit de le prouver lorsque π est une induite parabolique propre. Dans ce
cas, π∨ est aussi une induite parabolique, disons π∨ = iGP (τ), et on sait par un argument
qui remonte a` Kazhdan que son image dans KZ(G,C) est nulle. Rappelons brie`vement cet
argument. Soit P 1 ⊂ P un sous-groupe ouvert contenant le centre Z de G et de quotient
P/P 1 libre abe´lien de rang 1. Un tel groupe contient aussi la pre´image du sous-groupe
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M0P du quotient de Levi MP engendre´ par les e´le´ments compacts. Ainsi τ|P 1 est encore de
longueur finie, donc de type fini sur P 1, donc son induite indPP 1 (τ) ≃ τ ⊗C[P/P
1] est de
type fini sur P . Soit γ un ge´ne´rateur de P/P 1. On a une suite exacte
0 −→ τ ⊗ C[P/P 1]
Id⊗(1− γ)
−→ τ ⊗ C[P/P 1] −→ τ −→ 0.
En appliquant le foncteur d’induction parabolique, on obtient une suite exacte de repre´sen-
tations Z-finies et de type fini de G
0 −→ iGP (τ ⊗ C[P/P
1])
Id⊗(1 − γ)
−→ iGP (τ ⊗ C[P/P
1]) −→ π∨ −→ 0
qui montre que la classe de π∨ est nulle dans KZ(G,C).
(2.1.8) Proposition.– Le diagramme suivant est commutatif :
R(G,Qℓ)
π 7→[Rπ]
//
rℓ

R(D× ×WK ,Qℓ)
rℓ

R(G,Fℓ)π 7→[Rπ]
// R(D× ×WK ,Fℓ)
On y a note´ rℓ les morphismes de de´composition obtenus par semi-simplification de re´duc-
tions de mode`les entiers.
Preuve. Soit π une Qℓ-repre´sentation irre´ductible. On sait qu’elle admet un mode`le
πλ sur une extension finie Eλ de Qnrℓ , dont on note Λ l’anneau des entiers. Choisissons un
sous-ΛG-module de type fini ω non nul dans πλ.
Supposons d’abord que πλ est ℓ-entie`re au sens de [28, II.4.11]. Alors ω est Λ-admissible,
et la proposition (2.1.3) montre que le complexe Rω := RHomΛG(RΓc(M
ca
LT,Λ), ω) ap-
partient a` la sous-cate´gorie triangule´e Dbtf(Rep
∞,c
Λ (D
××WK)) de la cate´gorie de´rive´e des
Λ-repre´sentations de D××WK forme´e des objets a` cohomologie borne´e et de type fini sur
Λ. Par construction on a
Rπ = Rω ⊗
L
Λ Qℓ et Rω¯ = Rω ⊗
L
Λ Fℓ
ou` l’on a note´ ω¯ := ω ⊗Λ Fℓ. Nous devons montrer que [Rω¯] = rℓ([Rπ]).
Pour cela, notons K(D× × WK ,Λ) le groupe de Grothendieck de la cate´gorie des
Λ-repre´sentations de D× × WK qui sont de type fini sur Λ. Il co¨ıncide canoniquement
avec le groupe de Grothendieck K(Dbtf(Rep
∞,c
Λ (D
× × WK))) de la cate´gorie triangule´e
Dbtf(Rep
∞,c
Λ (D
× ×WK)). Les foncteurs triangule´s −⊗
L
Λ Eλ et −⊗
L
Λ Fℓ induisent les deux
homomorphismes diagonaux du triangle
K(D× ×WK ,Λ)
uukk
kk
kk
kk
kk
kk
kk
))S
SS
SS
SS
SS
SS
SS
S
R(D× ×WK , Eλ)
rℓ // R(D× ×WK ,Fℓ).
Il nous suffit donc de voir que ce triangle est commutatif. Or le groupe K(D× ×WK ,Λ)
est engendre´ par les Λ(D× ×WK)-modules sans ℓ-torsion, et pour un tel module τ , on a
par construction rℓ([τ ⊗Λ Eλ]) = [τ ⊗Λ Fℓ].
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Reste a` conside´rer le cas ou` π n’est pas ℓ-entie`re. Dans ce cas, ω = πλ donc rℓ(π) = 0,
et il nous faut prouver que rℓ([Rπ]) = 0. Or, on sait d’une part que Rπ est nul si π
n’est pas elliptique (corollaire (2.1.7)), et d’autre part qu’une repre´sentation elliptique
est ℓ-entie`re si et seulement si son caracte`re central l’est. Ainsi le caracte`re central de
π n’est pas entier. Mais par construction, le centre K× de D× agit par l’inverse de ce
caracte`re sur chaque Hi(Rπ). Il s’ensuit que H
i(Rπ) n’est pas ℓ-entie`re et par conse´quent
que rℓ([H
i(Rπ)]) = 0.
2.2 Les correspondances modulo ℓ
(2.2.1) Rappel du cas ℓ-adique. La description explicite de la cohomologie du complexe
Rπ dans [10, Thm A] montre que pour toute Qℓ-repre´sentation irre´ductible π, on a la
formule
(2.2.1.1) [Rπ] = LJQℓ(π)⊗ σQℓ(π)
ss dans R(D× ×WK ,Qℓ).
En fait, comme on l’a explique´ dans l’introduction, contrairement a` [10, Thm A], on n’a
pas besoin des re´sultats de Boyer sur la cohomologie ℓ-adique, mais simplement de la
somme alterne´e comme dans [18, Thm VII.1.5].
(2.2.2) De´finition de LJFℓ . D’apre`s (2.2.1.1), on a [Rπ] = d ·LJQℓ(π) dans R(D
×,Qℓ).
Pour tirer parti de la proposition (2.1.8), on doit utiliser un fait non-trivial de the´orie des
repre´sentations, qui de´coule des travaux de classification de M.-F. Vigne´ras.
Fait.– cf. [12, Cor. (2.2.7)]. L’application de de´composition rℓ : R(G,Qℓ) −→ R(G,Fℓ)
est surjective.
Ceci, joint a` la proposition (2.1.8), implique que pour tout π ∈ IrrFℓ (G), la repre´sentation
virtuelle [Rπ] est divisible par d dans R(D
×,Fℓ). Posons alors
LJFℓ(π) :=
1
d
[Rπ] ∈ R(D
×,Fℓ).
L’homomorphisme LJFℓ ve´rifie la proprie´te´ de commutation a` rℓ annonce´e dans le point
ii) du the´ore`me 2. La surjectivite´ de rℓ montre d’ailleurs que cette proprie´te´ le caracte´rise.
On retrouve ainsi le transfert de Langlands-Jacquet de´fini dans [12] a` l’aide des caracte`res
de Brauer de groupes p-adiques.
Remarque.– Comme la correspondance de Jacquet-Langlands commute aux contragre´dientes,
on a d · LJC(π) = [Rπ] = [Rπ∨ ]
∨. Il re´sulte alors du paragraphe pre´ce´dent que l’ho-
momorphisme d · LJC se factorise par un morphisme KZ(G,C) −→ R(D
×, C). Mais
ce dernier morphisme n’est pas divisible par d. Par exemple pour C = Qℓ, il envoie
V = indGGLd(O)
(
1Qℓ
)
sur (−1)d−1[1Qℓ ].
(2.2.3) De´finition de σFℓ(π)
ss. Soit π ∈ IrrFℓ (G).
Si π est supercuspidale, on sait par [28, III.5.10 ii)] qu’elle se rele`ve en une Qℓ-
repre´sentation. La proposition (2.1.8) montre alors que [Rπ] est bien de la forme LJFℓ(π)⊗
σFℓ(π)
ss, avec σFℓ(π)
ss = rℓ(σFℓ(π˜))
ss pour n’importe quel Qℓ-rele`vement π˜.
Si π n’est pas supercuspidale, elle apparait comme sous-quotient d’une induite parabo-
lique π1×· · ·×πr avec les πi supercuspidales. La proprie´te´ “d’unicite´ du support cuspidal”
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[25, V.4] dit que les πi sont uniquement de´termine´s a` l’ordre pre`s. On pose alors
(2.2.3.1) σFℓ(π)
ss := σFℓ(π1)
ss ⊕ · · · ⊕ σFℓ(πr)
ss.
Notons que par transitivite´ du support supercuspidal, l’e´galite´ ci-dessus est encore vraie
si les πi ne sont pas supercuspidales.
(2.2.4) Proposition.– Soit π ∈ IrrFℓ (G). On a
[Rπ] = LJFℓ(π)⊗ σFℓ(π)
ss, dans R(D× ×WK ,Fℓ).
Preuve. Supposons d’abord que LJFℓ(π) = 0. Dans ce cas, la seule chose a` de´montrer
est que [Rπ] = 0 dansR(D
××WK ,Fℓ). Or, d’apre`s le the´ore`me (3.1.4) de [12], π appartient
au sous-groupe RI(G,Fℓ) de R(G,Fℓ) engendre´ par les induites paraboliques propres. Le
corollaire (2.1.7) nous assure bien que [Rπ] = 0.
Supposons maintenant que π est une repre´sentation “superSpeh”, au sens de [12,
Def 2.2.3]. Par de´finition, elle est de la forme rℓ(π˜) avec π˜ l’unique sous-repre´sentation
d’une induite parabolique normalise´e π˜0 × π˜0ν × · · · × π˜0ν
r−1 ou` rℓ(π˜0) =: π0 est une Fℓ-
repre´sentation supercuspidale de GLd/r(K) et ν est le caracte`re g 7→ q
−valK(det(g)). D’apre`s
la proposition (2.1.8), on a [Rπ] = LJFℓ(π) ⊗ rℓ(σQℓ(π˜)
ss). Or, on calcule rℓ(σQℓ(π˜)
ss) =
rℓ(
∑r−1
i=0 σQℓ(π˜0ν
i)ss) =
∑r−1
i=0 σFℓ(π0ν
i)ss = σFℓ(π)
ss, puisque les π0ν
i sont supercuspi-
dales.
Supposons enfin que LJFℓ(π) 6= 0, ce qui e´quivaut, toujours d’apre`s le the´ore´me (3.1.4)
de [12], a` ce que π soit elliptique. En vertu de la proposition (2.2.6) de [12] pre´cise´e par
le lemme (3.2.1) de loc. cit., on peut e´crire
[π] ≡
r−1∑
i=0
ai[δi] modulo RI(G,Fℓ)
ou` les δi sont les repre´sentations superSpeh de meˆme support supercuspidal que π, et les
ai sont des entiers. Le corollaire (2.1.7) nous donne alors
[Rπ] =
r−1∑
i=0
ai[Rδi ].
Nous venons de montrer que [Rδi ] = LJFℓ(δi)⊗ σFℓ(δi)
ss pour tout i. Mais par de´finition,
σFℓ(δi)
ss ne de´pend que du support cuspidal de δi, et on a σFℓ(δi)
ss = σFℓ(π)
ss pour tout
i. On en de´duit
[Rπ] =
r−1∑
i=0
aiLJFℓ(δi)⊗ σFℓ(π)
ss = LJFℓ(π)⊗ σFℓ(π)
ss.
(2.2.5) Proposition.– Soit π˜ ∈ IrrQℓ (G). Pour tout sous-quotient irre´ductible π de
rℓ(π˜), on a σFℓ(π)
ss = rℓ(σQℓ(π˜)
ss).
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Preuve. Supposons que π˜ est sous-quotient de π˜1×· · ·× π˜r avec les π˜i supercuspidales.
Posons πi = rℓ(π˜i) ; c’est une repre´sentation cuspidale, pas ne´cessairement supercuspidale.
On sait que
rℓ(σQℓ(π˜)
ss) =
r∑
i=1
rℓ(σQℓ(π˜i)
ss)
et on a par construction
σFℓ(π)
ss =
r∑
i=1
σFℓ(πi)
ss
puisque π est sous-quotient de l’induite π1 × · · · × πr. Il nous suffit donc de prouver que
rℓ(σQℓ(π˜i)
ss) = σFℓ(πi)
ss pour tout i. Si πi est supercuspidale, cette e´galite´ est vraie par
de´finition. Si πi n’est pas supercuspidale, on a les e´galite´s
LJFℓ(πi)⊗ rℓ(σQℓ(π˜i)
ss) = [Rπi ] = LJFℓ(πi)⊗ σFℓ(πi)
ss,
la premie`re de´coulant de la proposition (2.1.8), et la seconde de la proposition (2.2.4). Or
on sait que π est elliptique, i.e. LJFℓ(π) 6= 0, donc on en de´duit l’e´galite´ voulue.
Les deux propositions pre´ce´dentes ache`vent la preuve du the´ore`me 2. Mais nous n’avons
rien dit encore sur les proprie´te´s de l’application π 7→ σFℓ(π)
ss lorsque π est supercuspi-
dale. C’est l’objet de la proposition suivante, qui redonne le the´ore`me de Vigne´ras sur la
correspondance entre supercuspidales et irre´ductibles. Une fois cette proposition prouve´e,
nous aurons retrouve´ l’inte´gralite´ du the´ore`me 1.6 de [26].
(2.2.6) Proposition.– L’application π 7→ σFℓ(π)
ss induit une bijection de l’ensemble
des Fℓ-repre´sentations supercuspidales de G sur celui des Fℓ-repre´sentations irre´ductibles
de dimension d de WK .
Preuve. La proposition (2.1.8) montre que la correspondance de Langlands ℓ-adique
est compatible aux congruences : si π˜1 et π˜2 sont deux Qℓ-repre´sentations supercuspidales
entie`res et de meˆme re´duction rℓ(π˜1) = rℓ(π˜2) = π, alors rℓ(σQℓ(π˜1)) = rℓ(σQℓ(π˜2)) =
σFℓ(π)
ss.
Si π est supercuspidale, le crite`re nume´rique [27, 2.3] montre que σFℓ(π)
ss est irre´-
ductible. Ce meˆme crite`re montre aussi que l’application π 7→ σFℓ(π)
ss restreinte a` l’en-
semble des supercuspidales est injective.
Pour prouver la surjectivite´, soit σ une Fℓ-repre´sentation irre´ductible. Choisissons
un rele`vement σ˜ de σ a` Qℓ (the´ore`me de Fong-Swan) et posons π˜ := σ
−1
Qℓ
(σ˜). C’est
une Qℓ-repre´sentation supercuspidale entie`re de G. Sa re´duction π := rℓ(π˜) est une Fℓ-
repre´sentation irre´ductible cuspidale qui ve´rifie σFℓ(π)
ss = rℓ(σQℓ(π˜)) = σ par la propo-
sition pre´ce´dente. Comme σ est irre´ductible, π est ne´cessairement supercuspidale (vu la
de´finition de σFℓ(π)
ss), et on a prouve´ la surjectivite´.
Pour une repre´sentation supercuspidale, il n’y a donc plus lieu de garder la notation
ss, et on notera simplement σFℓ(π).
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(2.2.7) Un exemple instructif. Reprenons les notations de l’exemple de l’introduc-
tion. Supposons donc d = 3 et q ≡ 1[ℓ], et notons π le quotient de C∞(P2(K),Fℓ)
par les fonctions constantes. Ici on peut voir P2(K) indiffe´remment comme l’espace des
droites ou l’espace des plans ; en d’autres termes, π est autoduale. On peut alors relever
π en une Qℓ-repre´sentation elliptique de deux manie`res diffe´rentes : on prend l’espace
C∞(P2(K),Qℓ)/Qℓ, et on le munit de l’action π˜1 sur les droites, et de sa transpose´e π˜2 sur
les plans. Ces deux Qℓ-repre´sentations sont duales l’une de l’autre, mais pas isomorphes.
Nous avons calcule´ les complexes Rπ˜1 et Rπ˜2 dans [10, 4.4.2], voir aussi [9, Thm 4.1.5].
Leur cohomologie est concentre´e en degre´s −1 et 1. Plus pre´cise´ment, on a
dim(H−1(Rπ˜1)) = 2 et dim(H
1(Rπ˜1)) = 1
tandis que
dim(H−1(Rπ˜2)) = 1 et dim(H
1(Rπ˜2)) = 2.
On en de´duit imme´diatement que dim(H−1(Rπ)) > 2 et dim(H
1(Rπ)) > 2. Cela implique
en particulier que la cohomologie des complexes Rω1 et Rω2 associe´s aux re´seaux stables
de π˜1 et π˜2 a de la torsion.
3 La partie supercuspidale de la cohomologie ℓ-
entie`re
Jusqu’ici, la notion de supercuspidalite´ n’a e´te´ de´finie que pour une repre´sentation
irre´ductible sur Fℓ. Pour une Zℓ-repre´sentation ge´ne´rale, il nous faudra faire un de´tour
par le groupe G0 = ker (valK ◦det).
(3.0.1) De´finition.– Un objet V de Rep∞Zℓ(G
0) ou de Rep∞Zℓ(G) est dit supercuspi-
dal si aucun de ses ZℓG0-sous-quotients n’est un sous-quotient d’une induite parabolique
propre.
Remarque.– Pour V irre´ductible, il n’est pas comple`tement e´vident que cette de´fini-
tion co¨ıncide avec la de´finition de Vigne´ras, ou` l’on demande simplement que V ne soit
pas sous-quotient d’une induite parabolique propre admissible. Nous ve´rifions que les deux
de´finitions sont compatibles dans le corollaire (B.1.3).
Une repre´sentation supercuspidale V est en particulier cuspidale (i.e. annule´e par tous
les foncteurs de Jacquet propres), et donc les fonctions g 7→ eHgv, pour v ∈ V et H
pro-p-sous-groupe ouvert de G, sont a` support compact modulo le centre.
Par conse´quent, les ZℓG0-sous-quotients irre´ductibles de V sont des Fℓ-repre´sentations,
et celles-ci apparaissent comme sous-quotient, et meˆme sous-objet, d’une Fℓ-repre´sentation
irre´ductible supercuspidale (au sens habituel) de G. Vu la remarque ci-dessus, cette pro-
prie´te´ des ZℓG0-sous-quotients irre´ductibles caracte´rise les repre´sentations supercuspi-
dales au sens de (3.0.1).
Exemple.– Si V est une Qℓ-repre´sentation irre´ductible, alors elle est supercuspidale
au sens (3.0.1) si et seulement si c’est un twist non ramifie´ d’une repre´sentation ℓ-entie`re
de re´duction supercuspidale au sens habituel de Vigne´ras.
La de´finition (3.0.1) peut paraitre alambique´e puisqu’elle fait un de´tour par G0, mais
permet d’avoir la proprie´te´ suivante, prouve´e dans l’appendice (B.1.4).
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(3.0.2) Proposition.– La sous-cate´gorie RepscZℓ(G) ⊂ Rep
∞
Zℓ
(G) (resp. RepscZℓ(G
0) ⊂
Rep∞Zℓ(G
0)) dont les objets sont les repre´sentations supercuspidales est facteur direct.
Ainsi, toute repre´sentation V ∈ Rep∞Zℓ(G) se de´compose canoniquement en V = Vsc ⊕
V ′ avec Vsc ∈ Rep
sc
Zℓ
(G) et V ′ une repre´sentation dont aucun ZℓG0-sous-quotient n’est
supercuspidal au sens de (3.0.1).
Dans cette section, nous e´tudions la partie supercuspidale Hn−1c (M
ca
LT,Zℓ)sc de la
cohomologie et nous prouvons en particulier les the´ore`mes 1, 3 et 4 de l’introduction.
3.1 Projectivite´ et conse´quences
La proprie´te´ suivante est la base de notre e´tude. C’est une conse´quence de la proprie´te´
de perfection du complexe RΓc(M
ca
LT,Zℓ) dans D
b(Rep∞Zℓ(G)).
(3.1.1) Proposition.– La partie supercuspidale Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ)sc est un objet pro-
jectif et localement de type fini de Rep∞Zℓ(G).
Preuve. Avant toute chose, remarquons queHd−1c (M
ca
LT,Zℓ) est sans ℓ-torsion, puisque
Hd−2c (M
ca
LT,Fℓ) est nul.
Premie`re e´tape : H ic(M
ca
LT,Zℓ)sc = 0 pour i 6= d− 1. Pour cela, rappelons d’abord que
H ic(M
ca
LT,Zℓ)sc = ind
G
G0
(
H ic(M
(0),ca
LT ,Zℓ)sc
)
ou`M
(0)
LT est le lieu ou` la quasi-isoge´nie du proble`me de de´formations est un isomorphisme.
Maintenant, l’argument de [22, Proof of Thm 3.7], de nature ge´ome´trique, montre que
pour i 6= d − 1, H ic(M
(0),ca
LT ,Zℓ) admet une filtration finie dont les sous-quotients suc-
cessifs sont des sous-quotients de repre´sentations de la forme IndG
0
P∩G0
(
W 0
)
avec W 0
une repre´sentation Zℓ-admissible de P ∩ G0. Montrons qu’une telle repre´sentation est
ne´cessairement triviale sur le radical unipotent. En effet, d’apre`s [4, 13.2.3], l’action du
radical unipotent sur la Qℓ-repre´sentation admissible W 0 ⊗Zℓ Qℓ est triviale. L’argument
de loc. cit. applique´ a` W 0ℓ−tors en utilisant la longueur au lieu de la dimension montre que
le radical unipotent y agit aussi trivialement. Comme il est localement pro-p, il agit donc
trivialement sur W 0. Mais alors, l’induite IndG
0
P∩G0
(
W 0
)
est une induite parabolique, et
H ic(M
(0),ca
LT ,Zℓ) n’a donc pas de sous-quotient supercuspidal.
Deuxie`me e´tape : Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ)sc est de dimension cohomologique finie. En effet,
conside´rons la partie supercuspidale RΓc,sc du complexe RΓc(M
ca
LT,Zℓ). C’est un facteur
direct de ce dernier, donc il est localement parfait d’apre`s la proposition (2.1.3). D’apre`s
l’e´tape pre´ce´dente, il est concentre´ en degre´ d− 1, i.e. on a
(3.1.1.1) RΓc(M
ca
LT,Zℓ)sc ≃ H
d−1
c (M
ca
LT,Zℓ)sc[1− d],
d’ou` la proprie´te´ annonce´e.
Troisie`me e´tape : Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ)sc est projectif. Fixons un sous-groupe de congruences
H de GLd(O). Pour tout V ∈ Rep
∞
Zℓ
(G), notons 〈V H〉 la sous ZℓG-repre´sentation de V
engendre´e par les invariants V H de V . On sait que c’est un facteur direct de V , cf [10,
14
3.5.8]. Il nous suffira donc de prouver que le facteur direct 〈Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ)
H
sc〉 est projectif.
Ce dernier peut s’e´crire sous la forme
〈Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ)
H
sc〉 = ind
G
G0
(
〈Hd−1c (M
(0),ca
LT ,Zℓ)
H
sc〉
)
,
et il suffit donc de prouver que H := 〈Hd−1c (M
(0),ca
LT ,Zℓ)
H
sc〉 est projectif dans Rep
∞
Zℓ
(G0).
On sait de´ja` qu’il est admissible, supercuspidal, et de dimension cohomologique finie. On
peut donc trouver une re´solution
0 −→ Pd−1 −→ · · · −→ P0 −→ H −→ 0
ou` chaque Pi est supercuspidal, projectif et de type fini (et donc admissible). Comme
tous les membres de cette suite longue sont sans ℓ-torsion, on obtient en passant aux
contragre´dientes une suite exacte longue
0 −→ H∨ −→ P∨0 −→ · · · −→ P
∨
d−1 −→ 0.
Or, d’apre`s le lemme (3.1.2) ci-dessous, chaque P∨i est encore projectif. On peut donc
simplifier le complexe de manie`re inductive a` partir de la droite, et on obtient ainsi que
H∨ est facteur direct de P∨0 et par conse´quent est projectif. D’apre`s le lemme a` nouveau,
H est donc projectif.
(3.1.2) Lemme.– Soit P ∈ Rep∞Zℓ(G
0) une repre´sentation cuspidale, projective et de
type fini. Alors sa contragre´diente P∨ est aussi cuspidale, projective et de type fini.
Preuve. Comme le centre deG0 est compact, P est admissible sur Zℓ. Sa contragre´diente
est donc aussi admissible et on en de´duit aise´ment qu’elle est cuspidale. Choisissons des
ge´ne´rateurs v1, · · · , vn de P et un sous-groupe de congruences H tel que vi ∈ P
H pour
tout i. Ils de´finissent un e´pimorphisme
p : Cc(G/H,Zℓ)
n
։ P
puis par passage a` la contragre´diente une injection
j : P∨ →֒ C(G/H,Zℓ)
n
qui envoie v∨ sur les fonction g 7→ 〈v∨, gvi〉 pour i = 1, · · · , n. Comme P est cuspidale, ces
fonctions sont a` support compact, donc l’image j(P∨) est contenue dans Cc(G/H,Zℓ)n.
Maintenant, P est projectif sonc p admet une section i qui induit par dualite´ une re´traction
q de j. La restriction de q a` Cc(G/H,Zℓ)n est encore une re´traction, si bien que P∨ est
facteur direct de Cc(G/H,Zℓ)n, et par conse´quent projectif et de type fini.
(3.1.3) Preuve du the´ore`me 1. Compte tenu du the´ore`me 2 et de la proposition (2.2.6),
il suffit de montrer que [HomZℓG
(
Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ), π
)
] = [Rπ](
d−1
2 ) dans R(D
××WK,Fℓ).
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Or on a :
Rπ(
d− 1
2
) = RHomZℓG (RΓc(M
ca
LT,Zℓ), π) [1− d]
= RHomZℓG (RΓc(M
ca
LT,Zℓ)sc, π) [1− d]
= RHomZℓG
(
Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ)sc[1− d], π
)
[1− d]
= RHomZℓG
(
Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ)sc, π
)
= HomZℓG
(
Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ)sc, π
)
= HomZℓG
(
Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ), π
)
La deuxie`me e´galite´ vient du fait que π est suppose´e supercuspidale, la troisie`me provient
de (3.1.1.1) et la cinquie`me de la projectivite´ de Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ)sc.
(3.1.4) Remarque.– Soit π une Fℓ-repre´sentation supercuspidale. La proposition
(3.1.1) implique que pour tout Qℓ-rele`vement π˜ de π, on a[
HomZℓG
(
Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ), π
)]
= rℓ
(
HomZℓG
(
Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ), π˜
))
,
et donc que la correspondance de Langlands ℓ-adique est compatible aux congruences.
Cela prouve le point iii) du the´ore`me 1. A partir de la`, le crite`re nume´rique de [27,
2.3] montre l’irre´ductibilite´ de ρ(π) et σ(π) et l’injectivite´ des correspondances. Reste a`
prouver la surjectivite´ de π 7→ σ(π). Il faut pour cela prouver que si π˜′ est supercuspidale
de re´duction non supercuspidale, alors σ(π˜′) est de re´duction re´ductible. Peut-eˆtre qu’un
argument de comptage, inconnu de l’auteur, pourrait suffire. Sinon, il faut utiliser le
the´ore`me 2 et sa proprie´te´ i)(a).
(3.1.5) Remarque.– Dans l’e´nonce´ du the´ore`me 1, on peut remplacer la cohomologie
entie`re Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ) par la cohomologie modulaire H
d−1
c (M
ca
LT,Fℓ). En effet, l’applica-
tion canonique Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ)sc⊗Fℓ −→ H
d−1
c (M
ca
LT,Fℓ)sc est un isomorphisme puisque
Hdc (M
ca
LT,Zℓ)sc = 0.
3.2 Description explicite de Hd−1c (M
ca
LT,Z
nr
ℓ )sc
Dans ce paragraphe, on e´tend les scalaires a` l’extension non-ramifie´e maximale de Znrℓ
dans Zℓ, et on s’inte´resse au facteur direct
Hd−1c (M
ca
LT,Z
nr
ℓ )sc ≃ H
d−1
c (M
ca
LT,Zℓ)sc ⊗Zℓ Z
nr
ℓ .
C’est la plus grande sous-Znrℓ G-repre´sentation de H
d−1
c (M
ca
LT,Z
nr
ℓ ) dont tous les Z
nr
ℓ G
0-
sous-quotients irre´ductibles sont supercuspidaux.
Soit π une Fℓ-repre´sentation supercuspidale. D’apre`s la proposition (B.1.2), la sous-
cate´gorie pleine Cπ de Rep
∞
Znr
ℓ
(G) forme´e des objets dont tous les Znrℓ G
0-sous-quotients
irre´ductibles sont des sous-quotients de π|G0 est un facteur direct de Rep
∞
Znr
ℓ
(G). On note
VCπ le facteur direct d’une Z
nr
ℓ -repre´sentation V appartenant a` Cπ. On a alors
Vsc =
⊕
π∈Scusp
Fℓ
(G)/∼
VCπ
ou` π parcours un ensemble de repre´sentants des orbites non ramifie´es dans l’ensemble des
classes de Fℓ-repre´sentations supercuspidales.
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(3.2.1) Proposition.– Pour π ∈ IrrFℓ (G) supercuspidale, H
d−1
c (M
ca
LT,Z
nr
ℓ )Cπ est un
proge´ne´rateur de Cπ.
Preuve. Il est projectif, puisque facteur direct de l’objet projectif Hd−1c (M
ca
LT,Z
nr
ℓ )sc.
Il est de type fini, puisque localement de type fini et engendre´ par ses H-invariants pour
n’importe quel sous-groupe de congruence H tel que πH 6= 0. Reste a` voir que cet objet
est ge´ne´rateur. Or pour tout caracte`re non ramifie´ ψ : G −→ F
×
ℓ , on a
HomZnr
ℓ
G(H
d−1
c (M
ca
LT,Z
nr
ℓ )Cπ , πψ) = HomZnrℓ G(H
d−1
c (M
ca
LT,Z
nr
ℓ ), πψ) 6= 0.
Les πψ e´puisant les objets simples de Cπ, on en de´duit queH
d−1
c (M
ca
LT,Z
nr
ℓ )Cπ est ge´ne´rateur
de Cπ.
(3.2.2) Notons maintenant ρ := ρ(π) la correspondante de Jacquet-Langlands de π et
σ := σ′(π) = σ(π)(d−12 ) sa correspondante de Langlands tordue. Dans l’appendice, nous
de´finissons les sous-cate´gories facteurs directs Cρ∨ de Rep
∞
Znr
ℓ
(D×), cf (B.2.1) et Cσ∨ de
RepcZnr
ℓ
(WK), cf (B.3.2).
Proposition.– Hd−1c (M
ca
LT,Z
nr
ℓ )Cπ est un objet de Cρ∨ et de Cσ∨ .
Preuve. Montrons d’abord que c’est bien un objet de Cρ∨ . Pour cela conside´rons le
facteur direct (Hd−1c (M
ca
LT,Z
nr
ℓ )Cπ )
Cρ∨ hors de Cρ∨ . S’il est non nul, il admet un quotient
G-irre´ductible non nul, de la forme π(ψ ◦det) pour un caracte`re non ramifie´ de K×. Or on
sait par le the´ore`me 1 que HomG(H
d−1
c (M
ca
LT,Z
nr
ℓ )Cπ , π(ψ ◦det)) est ρ(ψ ◦nrd)-isotypique,
et donc que ρ∨(ψ−1 ◦ nrd) intervient comme quotient de (Hd−1c (M
ca
LT,Z
nr
ℓ )Cπ )
Cρ∨ , ce qui
est par de´finition impossible.
De la meˆme manie`re, on montre que Hd−1c (M
ca
LT,Z
nr
ℓ )Cπ est un objet de Cσ∨
Remarque.– Les seuls re´sultats sur la cohomologie de Lubin-Tate que nous utilisons
dans cet article sont ceux de Harris-Taylor, et ceux de Mieda-Strauch. En utilisant plus,
on peut obtenir plus. Voici quelques exemples :
i) En utilisant les re´sultats de Boyer [5] sur la Qℓ-cohomologie de Lubin-Tate, on montre
facilement que :
Hd−1c (M
ca
LT,Z
nr
ℓ )Cπ = H
d−1
c (M
ca
LT,Z
nr
ℓ )Cρ∨ = H
d−1
c (M
ca
LT,Z
nr
ℓ )Cσ∨ .
ii) En utilisant les re´sultats annonce´s par Boyer [6] sur l’absence de torsion dans les
H ic(M
ca
LT,Z
nr
ℓ ), on montre meˆme que
RΓc(M
ca
LT,Z
nr
ℓ )Cπ = RΓc(M
ca
LT,Z
nr
ℓ )Cρ∨ = RΓc(M
ca
LT,Z
nr
ℓ )Cσ∨
en tant que facteurs directs de RΓc(M
ca
LT,Z
nr
ℓ ) dans D
b(Rep∞,cZnr
ℓ
(GD ×WK)).
iii) Enfin, en utilisant les re´sultats de Faltings et Fargues [15] de comparaison avec la
cohomologie de la tour de Drinfeld, on peut montrer que RΓc(M
ca
LT,Z
nr
ℓ ) est parfait
dans Db(Rep∞Zℓ(D
×)), cf. proposition (A.2.1), et on en de´duit a priori que
Hd−1c (M
ca
LT,Z
nr
ℓ )Cπ est un objet projectif de Cρ∨ .
En fait nous trouverons cette proprie´te´ a posteriori, comme conse´quence de notre
description explicite.
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(3.2.3) Re´sume´ de l’appendice B. Dans l’appendice, nous exhibons des proge´ne´rateurs
Pπ, Pρ∨ et Pσ∨ respectivement de Cπ, Cρ∨ et Cσ∨ , et calculons leurs commutants “oppose´s”
Zπ = EndZnr
ℓ
G (Pπ)
opp , Zρ∨ = EndZnr
ℓ
D×
(
Pρ∨
)opp
et Zσ∨ = EndZnr
ℓ
WK (Pσ∨)
opp .
On dispose alors d’e´quivalences de cate´gories associe´es a` ces proge´ne´rateurs, cf (B.0.2) :
– HomZnr
ℓ
G(Pπ,−) : Cπ
∼
−→ Mod(Zπ) d’inverse Pπ ⊗Zπ − : Mod(Zπ)
∼
−→ Cπ
– HomZnr
ℓ
G(Pρ∨ ,−) : Cρ∨
∼
−→ Mod(Zρ∨) d’inverse Pρ∨ ⊗Zρ∨ − : Mod(Zρ∨)
∼
−→ Cρ∨
– HomZnr
ℓ
WK (Pσ∨ ,−) : Cσ∨
∼
−→ Mod(Zσ∨) d’inverse Pσ∨ ⊗Zσ∨ − : Mod(Zσ∨)
∼
−→ Cσ∨ .
D’apre`s le ii)(b) de la proposition (B.1.2), Zπ est isomorphe a` l’alge`bre Znrℓ [Sylℓ(F
×
qfπ
)×
Z] ou` fπ de´signe la longueur de π|G0 , et d’apre`s la proposition (B.2.1), Zρ∨ est isomorphe
a` l’alge`bre Znrℓ [Sylℓ(F
×
q
f
ρ∨
)×Z] ou` fρ∨ de´signe la longueur de ρ|O×
D
. Ces anneaux sont donc
commutatifs. Par ailleurs, d’apre`s la proposition (B.3.2), Zσ∨ est isomorphe au produit
croise´ de Znrℓ [[Zℓ]] par Z, le ge´ne´rateur de Z agissant par multiplication par q
fσ∨ sur Zℓ,
ou` fσ∨ de´signe la longueur de σ|IK . Ainsi, Zσ∨ n’est pas commutatif, mais son plus grand
quotient commutatif Zabσ∨ est isomorphe a` l’alge`bre Z
nr
ℓ [Sylℓ(F
×
qfσ∨
)× Z].
Lemme.– On a les e´galite´s fπ = fρ∨ = fσ∨ .
Preuve. Soit π˜ un Qℓ-rele`vement de π. Une formule donnant fπ en termes d’un type
contenu dans π est donne´e a` la fin de la preuve du i)(b) de la proposition (B.1.2). Cette
formule montre que fπ = fπ˜ := long(π˜|G0). Par la the´orie de Clifford, ceci permet de
re´interpre´ter fπ comme le nombre de Qℓ-caracte`res non ramifie´s ψ de G tels que π˜ψ ≃ π˜.
De meˆme fρ∨ = fρ(π˜)∨ est le nombre de Qℓ-caracte`res non ramifie´s ψ de G tels que
ρ(π˜)ψ ≃ ρ(π˜), et idem pour fσ∨ . Or, les correspondances π˜ 7→ ρ(π˜) et π˜ 7→ σ(π˜) sont
compatibles a` la torsion par les Qℓ-caracte`res.
Le lemme montre que Zπ, Zρ∨ et Z
ab
σ∨ sont abstraitement isomorphes, en tant que
Znrℓ -alge`bres. Comme on va le voir, la cohomologie fournit des isomorphismes particuliers
entre ses anneaux.
(3.2.4) Posons maintenant H := Hd−1c (M
ca
LT,Z
nr
ℓ )Cπ et Z := EndZnrℓ GDW (H), et
conside´rons
H′ := HomZnr
ℓ
[G×D××WK ]
(
Pπ ⊗Znr
ℓ
Pρ∨ ⊗Znr
ℓ
Pσ∨ ,H
)
∈ Mod(Zπ ⊗Znr
ℓ
Zρ∨ ⊗Znr
ℓ
Zσ∨).
Via les e´quivalences mentionne´es ci-dessus, on a Z
∼
−→ EndZπ⊗Zρ∨⊗Zσ∨ (H
′). En par-
ticulier, les actions des anneaux commutatifs Zπ et Zρ∨ fournissent des morphismes de
Znrℓ -alge`bres Zπ −→ Z, et Zρ∨ −→ Z.
The´ore`me.– i) Les morphismes d’action Zπ −→ Z et Zρ∨ −→ Z sont bijectifs.
ii) L’action de Zσ∨ sur H
′ se factorise par Zabσ∨ et induit un isomorphisme Z
ab
σ∨
∼
−→ Z.
iii) H′ est libre de rang 1 sur Z. Tout ge´ne´rateur ϕ de H′ sur Z se factorise a` travers un
Z[GDW ]-isomorphisme
ϕ¯ : Pπ ⊗Z Pρ∨ ⊗Z ⊗P
ab
σ∨
∼
−→ Hd−1c (M
ca
LT,Z
nr
ℓ )Cπ
ou` P abσ∨ := Pσ∨ ⊗Zσ∨ Z
ab
σ∨ ( cf (B.3.3)) et le produit tensoriel est relatif aux actions
de Z de´duites des isomorphismes pre´ce´dents.
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Preuve. i) D’apre`s la proposition (3.2.1), on sait de´ja` que H′ est projectif et de type
fini sur Zπ. Comme Spec(Zπ) est connexe, le rang de H
′ est constant, et non nul puisque
H′ est non nul. Le morphisme Zπ
a
−→ Z ⊂ EndZnr
ℓ
(H′) est donc injectif. Pour montrer
qu’il est bijectif, il suffit de prouver que le rang de H′ sur Zπ est e´gal a` 1, puisqu’alors
on aura Z ⊂ EndZπ (H
′) = a(Zπ). Toujours par connexite´ de Spec(Zπ), on peut calculer
ce rang en (co)spe´cialisant en le Fℓ-caracte`re “trivial” de Zπ, i.e. celui qui correspond a` π
via l’e´quivalence de cate´gories Cπ
∼
−→ Mod(Zπ). On touve alors
HomZπ(H
′,Fℓ) ≃ HomZnr
ℓ
G
(
HomZnr
ℓ
DW (Pρ∨ ⊗ Pσ∨ ,H), π
)
≃ HomZnr
ℓ
DW
(
Pρ ⊗ Pσ,HomZnr
ℓ
G(H, π)
)
≃ HomZnr
ℓ
D(Pρ, ρ)⊗Znr
ℓ
HomZnr
ℓ
WK (Pσ , σ) ≃ Fℓ,
ou` le deuxie`me isomorphisme provient des lemmes (B.2.2) et (B.3.4), et le troisie`me pro-
vient du the´ore`me 1. Ainsi, H′ est bien de rang 1 sur Zπ.
Conside´rons maintenant le morphisme compose´ Zρ∨ −→ Z
∼
−→ Zπ. Ce morphisme
induit une bijection entre Qℓ-caracte`res de Zπ et Qℓ-caracte`res de Zρ∨ (la correspondance
de Jacquet-Langlands !). A partir de la`, on raisonne comme dans le point ii) ci-dessous
pour en conclure que c’est un isomorphisme.
ii) Comme l’action de Zσ∨ commute a` Zπ, elle est donne´e par un morphisme Zσ∨
β
−→
EndZπ (H
′) = Zπ qui se factorise donc par Z
ab
σ∨ −→ Zπ = Z. Ce morphisme induit une bijec-
tion entre Qℓ-caracte`res de Zπ et Qℓ-caracte`res de Zσ∨ (la correspondance de Langlands !).
Il est donc injectif, puisque Zabσ∨ est re´duit et sans ℓ-torsion. Identifions ce morphisme β a`
un endomorphisme de la Znrℓ -alge`bre Z
nr
ℓ [Cℓa × Z], ou` Cℓa = Sylℓ(F
×
qf
) est un groupe cy-
clique d’ordre ℓa. Observons que le groupe µℓa(Znrℓ [Cℓa×Z]) est e´gal a` µℓa(Z
nr
ℓ [Cℓa ]). Ainsi
β stabilise Znrℓ [Cℓa ] et induit un endomorphisme injectif de cet anneau. Or par de´finition,
cet anneau Znrℓ [Cℓa ] est engendre´ par son groupe de ℓ
a-racines de l’unite´ µℓa(Znrℓ [Cℓa ])
qui est fini. Comme β est injectif, il induit une permutation de µℓa(Znrℓ [Cℓa ]), donc fi-
nalement un automorphisme de Znrℓ [Cℓa ]. Quittes a` composer par un prolongement de
cet automorphisme a` Znrℓ [Cℓa × Z], on peut conside´rer maintenant β comme un endo-
morphisme injectif de Znrℓ [Cℓa ]-alge`bres. Cet endomorphisme induit aussi une bijection
entre Fℓ-caracte`res (issue de la correspondance de Langlands mod ℓ), donc ses fibres sont
encore injectives, donc sont plates puisque morphismes finis entre anneaux principaux
(isomorphes a` Fℓ[X,X−1]). Le crite`re de platitude fibre a` fibre nous dit alors que β est
plat, et donc localement libre puisque fini. Mais son rang est ne´cessairement 1, donc β est
un isomorphisme.
iii) Puisque Pπ, Pρ∨ et Pσ∨ sont des proge´ne´rateurs, le morphisme d’e´valuation est un
isomorphisme :
(Pπ ⊗Znr
ℓ
Pρ∨ ⊗Znr
ℓ
Pσ∨)⊗Zπ⊗Znr
ℓ
Zρ∨⊗Znr
ℓ
Zσ∨
H′
∼
−→ H.
Par les points i) et ii), on peut le re´e´crire sous la forme
(Pπ ⊗Z Pρ∨ ⊗Z P
ab
σ∨)⊗Z H
′ ∼−→ H.
Il ne reste donc plus qu’a` prouver que H′ est libre.
Pour cela, notons H0 la plus grande sous-G0-repre´sentation de Hd−1c (M
(0),ca
LT ,Z
nr
ℓ )
dont tous les sous-quotients irre´ductibles sont isomorphes a` un sous-quotient irre´ductible
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de π|G0 . C’est un facteur direct stable par (G×D
× ×WK)
0, et on a H = indGDWGDW 0
(
H0
)
,
cf preuve du ii)(a) de la proposition (B.1.2). On ve´rifie alors que
HomZnr
ℓ
DW (Pρ∨ ⊗Znrℓ Pσ∨ ,H) ≃ HomZnrℓ D0W 0(Pρ
∨
0
⊗Znr
ℓ
Pσ∨0 ,H)
≃ indGG0
(
HomZnr
ℓ
D0W 0(Pρ∨0 ⊗Z
nr
ℓ
Pσ∨0 ,H
0)
)
ou` on a e´crit Pρ∨ = ind
D
D0
(
Pρ∨0
)
et Pσ∨ = ind
W
W 0
(
Pσ∨0
)
. D’apre`s le lemme (B.1.5), on en
de´duit que H′ est, en tant que Zπ-module, de la forme H
′ = Zπ ⊗Z
π0
H′0 pour un certain
Zπ0-module H
′
0. Comme l’extension Zπ0 ⊂ Zπ est fide`lement plate, H
′
0 est plat et de type
fini sur Zπ0 . Or, ce dernier anneau est local, donc H
′
0 est libre sur Zπ0 , et par conse´quent
H′ est libre sur Zπ.
(3.2.5) Les foncteurs Π 7→ σ′(Π) et Π 7→ ρ(Π).
Soit (Π, V ) une Znrℓ -repre´sentation de G. Supposons dans un premier temps que Π
est engendre´e par ses invariants sous un sous-groupe ouvert compact. Cette proprie´te´
de finitude assure que VCπ est nul sauf pour un nombre fini de classes inertielles de Fℓ-
repre´sentations supercuspidales. Le the´ore`me (3.2.4) et les propositions (B.2.2) et (B.3.4)
nous donnent un isomorphisme :
HomZℓG
(
Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ),Π
)
≃
⊕
π∈Scusp
Fℓ
(G)/∼
Pρ(π) ⊗Zπ P
ab
σ′(π) ⊗Zπ HomZnrℓ G(Pπ,Π)
que l’on peut re´e´crire sous la forme plus condense´e
(3.2.5.1) HomZℓG
(
Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ),Π
)
≃ PDsc ⊗Zsc P
W,ab
sc ⊗Zsc HomZnrℓ G
(
PGsc ,Π
)
ou` l’on a pose´ PGsc :=
⊕
Pπ, P
D
sc :=
⊕
Pρ(π), P
W,ab
sc :=
⊕
P abσ′(π), et Zsc :=
∏
Zπ. Notons
que le terme de droite fait sens pour tout Π (sans l’hypothe`se de finitude), et cela nous
permet de poser
σ′(Π) := PW,absc ⊗Zsc HomZnrℓ G
(
PGsc ,Π
)
∈ RepcZnr
ℓ
(WK)
et
ρ(Π) := PDsc ⊗Zsc HomZnrℓ G
(
PGsc ,Π
)
∈ Rep∞Znr
ℓ
(D×) .
Conside´rons maintenant les trois cate´gories suivantes :
i) RepscZnr
ℓ
(G) la sous-cate´gorie pleine de Rep∞Znr
ℓ
(G) forme´e des repre´sentations super-
cuspidales au sens de (3.0.1). Elle est facteur direct, pro-engendre´e par PGsc , et son
centre s’identifie canoniquement a` Zsc = EndZnr
ℓ
(
PGsc
)
.
ii) RepscZnr
ℓ
(D×) la sous-cate´gorie pleine de Rep∞Znr
ℓ
(D×) forme´e des repre´sentations dont
tous les Znrℓ D
0-sous-quotients irre´ductibles sont des sous-quotients de FℓD-repre´senta-
tions qui correspondent a` des supercuspidales. Elle est facteur direct, pro-engendre´e
par PDsc , et le the´ore`me (3.2.4) nous donne un isomorphisme Zsc
∼
−→ EndZnr
ℓ
D×
(
PDsc
)
.
iii) Repd,abZnr
ℓ
(WK) la plus petite sous-cate´gorie pleine de Rep
c
Znr
ℓ
(WK) contenant P
W,ab
sc ,
stable par sous-quotients et sommes directes. Elle est pro-engendre´e par PW,absc , et
le the´ore`me (3.2.4) nous donne un isomorphisme Zsc
∼
−→ EndZnr
ℓ
WK
(
PW,absc
)
.
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Notons qu’elle n’est pas stable par extensions. Sa “cloˆture par extensions” est la sous-
cate´gorie facteur direct RepdZnr
ℓ
(WK) forme´e des repre´sentations dont tous les Znrℓ IK-
sous-quotients irre´ductibles sont sous-quotients d’une Fℓ-repre´sentation irre´ductible
de dimension d de WK .
The´ore`me.– Avec les notations ci-dessus,
i) le fonteur Π 7→ σ′(Π) est une e´quivalence de cate´gories RepscZnr
ℓ
(G)
∼
−→ Repd,abZnr
ℓ
(WK),
ii) le fonteur Π 7→ ρ(Π) est une e´quivalence de cate´gories RepscZnr
ℓ
(G)
∼
−→ RepscZnr
ℓ
(D×),
iii) Pour Π,Π′ ∈ Rep∞Znr
ℓ
(G) engendre´es par leurs invariants sous un sous-groupe ouvert
compact, on a des isomorphismes bifonctoriels en Π, Π′
HomZℓG
(
Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ),Π
)
⊗Zsc HomZnrℓ G(P
G
sc ,Π
′)
∼
−→ ρ(Π)⊗Zsc σ
′(Π′)
Dans le point iii), l’action de Zsc sur chaque terme est l’action qui provient fonctoriel-
lement de l’action canonique du centre de la cate´gorie RepscZnr
ℓ
(G) sur Π et Π′.
Preuve. i) En revenant a` la somme indexe´e par π ∈ ScuspFℓ(G) et en utilisant les
e´quivalence de cate´gories du type (B.0.2), on ve´rifie aise´ment que le foncteur P 7→ PGsc⊗Zsc
HomZnr
ℓ
D×
(
PDsc ,P
)
est une e´quivalence inverse de Π 7→ ρ(Π).
ii) De meˆme, le foncteur Σ 7→ PGsc ⊗Zsc HomZnrℓ WK
(
PW,absc ,Σ
)
est une e´quivalence
inverse de Π 7→ σ′(Π).
iii) de´coule de (3.2.5.1) et des de´finitions de σ′(Π) et ρ(Π).
(3.2.6) Preuve du the´ore`me 3. Le point ii) du the´ore`me 3 de´coule clairement de
celui du the´ore`me (3.2.5). Le point i) du the´ore`me 3 de´coulera de celui du the´ore`me
(3.2.5), une fois qu’on aura ve´rifie´ que toute R-famille Σ de repre´sentations irre´ductibles
de dimension d de WK est bien un objet de Rep
d,ab
Znr
ℓ
(WK). Pour cela, on peut supposer
Spec(R) connexe, auquel cas Σ est un objet de Cσ pour une certaine Fℓ-repre´sentation
irre´ductible de dimension d deWK . Mais alors, avec les notations de la proposition (B.3.2),
la RWL-repre´sentation Rτ˜ (Σ) est une R-famille de caracte`res de WL, donc se factorise
par W abL , et Σ appartient a` C
ab
σ qui est contenue dans Rep
d,ab
Znr
ℓ
(WK).
Il reste a` prouver le point iii) du the´ore`me 3. Supposons que Π est une R-famille de
repre´sentations irre´ductibles supercuspidales de G. Comme R est suppose´e noethe´rienne,
Spec(R) a un nombre fini de composantes connexes et Π est donc engendre´e par ses
invariants sous un sous-groupe ouvert compact. De plus, HomZnr
ℓ
G(P
G
sc ,Π) est une R-
famille plate de caracte`res de Z. Son R-module sous-jacent R(Π) est donc localement
libre de rang 1 et l’action de Zsc est donne´e par un morphisme Zsc −→ R. Le point iii) du
the´ore`me (3.2.5) nous donne alors un R⊗Zsc R-isomorphisme
HomZℓG
(
Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ),Π
)
⊗Zsc R(Π)
∼
−→ ρ(Π)⊗Zsc σ
′(Π)
et on en de´duit le point iii) du the´ore`me 3 par extension des scalaires selon le morphisme
produit R⊗Zsc R −→ R.
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(3.2.7) Preuve du the´ore`me 4. On fixe ̟ ∈ K× de valuation v > 0 et on s’inte´resse
a` Hd−1c (M
ca
LT/̟
Z,Znrℓ )sc. On a une de´composition
Hd−1c (M
ca
LT/̟
Z,Znrℓ )sc =
⊕
π∈Scusp
Fℓ
(G/̟Z)
Hd−1c (M
ca
LT/̟
Z,Znrℓ )C̟π
ou` la notation C̟π est explique´e dans l’appendice B.1. Fixons donc π, notons ρ := ρ(π) et
σ := σ′(π) = σ(π)(d−12 ), et posons
H̟ := H
d−1
c (M
ca
LT/̟
Z,Znrℓ )C̟π .
Par les meˆmes arguments que les propositions (3.2.1) et (3.2.2), on obtient que H̟ est un
objet projectif de C̟π , et qu’en tant que D
×-repre´sentation, c’est un objet de C̟ρ∨. C’est
aussi un objet de Cσ∨ . Nous allons le de´crire en suivant la preuve du the´ore`me (3.2.4)
ci-dessus.
Soit P̟π le proge´ne´rateur de C
̟
π , de commutant note´ Z
̟
π , et de´crit dans la proposition
(B.1.6), et de meˆme soient P̟ρ∨ et Z
̟
ρ∨ comme dans la proposition (B.2.3). Nous utiliserons
aussi les foncteurs Rτ˜ et Iτ˜ de la proposition (B.3.2) (applique´e a` σ
∨). Posons
P̟σ∨ := HomZnrℓ G×D×(P
̟
π ⊗Znrℓ P
̟
ρ∨ ,H̟) et H
′
̟ := Rτ˜ (P
̟
σ∨).
Ce sont des Z̟π ⊗Znrℓ Z
̟
ρ∨-modules, munis respectivement d’une action de WK et de WL
(notation de la proposition (B.3.2)). De plus, on a les isomorphismes suivants :
P̟σ∨ ≃ Iτ˜ (H
′
̟) et (P
̟
π ⊗Znrℓ P
̟
ρ∨)⊗Z̟π ⊗Znr
ℓ
Z̟
ρ∨
P̟σ∨
∼
−→ H̟.
Maintenant, on sait que H′̟ est un module projectif sur Z
̟
π , donc libre, puisque Z
̟
π est
local. De plus, par le meˆme argument que dans la preuve du i) du the´ore`me (3.2.4), on
obtient qu’il est de rang 1. Par conse´quent, le morphisme d’action Z̟π −→ EndZnrℓ (H
′
̟)
est injectif et le morphisme d’action Z̟ρ∨ −→ EndZnrℓ (H
′
̟) se factorise par Z
̟
ρ∨
β
−→ Z̟π .
Comme dans le point ii) du the´ore`me (3.2.4), ce dernier morphisme est injectif car il induit
des bijections entre caracte`res et les anneaux sont re´duits, et il est surjectif car ces deux
anneaux sont engendre´s par leur groupe (fini) de racines ℓ?-e`mes de l’unite´.
Ceci nous permet de re´e´crire le second isomorphisme ci-dessus comme
P̟π ⊗Z̟π P
̟
ρ∨ ⊗Z̟π P
̟
σ∨
∼
−→ H̟.
Le Z̟π [WK ]-module P
̟
σ∨ = Iτ˜ (H
′
̟) est projectif sur Z
̟
π , et de re´duction isomorphe a` σ
∨ ;
c’est donc un rele`vement de σ∨ sur Z̟π . On sait que
P̟σ∨ ⊗Qℓ =
⊕
π†∈Irr
Qℓ
(G/̟Z),rℓ(π†)=π
σd(π
†)∨.
Par les proprie´te´s de la correspondance de Langlands, chaque σd(π
†)∨ est de de´terminant
1, et il s’ensuit que P̟σ∨ est aussi de de´terminant 1. C’est donc un ϕ-rele`vement.
Pour prouver le the´ore`me 4, il ne reste plus qu’a` e´tendre les scalaires de Znrℓ a` son
comple´te´ Z˘ℓ. En effet :
– π˜ := P̟π ⊗Znrℓ Z˘ℓ est la ̟-de´formation universelle de π d’apre`s (B.1.6) iii).
– ρ˜∨ := P̟ρ∨ ⊗Znrℓ Z˘ℓ est la ̟-de´formation universelle de ρ d’apre`s (B.2.3) iii).
– σ˜ := P̟σ ⊗Znrℓ Z˘ℓ est la ϕ-de´formation universelle d’apre`s le ii) du corollaire (B.3.6).
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3.3 Descente a` Zℓ
Si l’on veut descendre le the´ore`me 3 aux familles indexe´es par une Zℓ-alge`bre, il faut
pouvoir e´tendre les foncteurs Π 7→ σ′(Π) et Π 7→ ρ(Π), et pour cela il faut trouver des
mode`les Zℓ-rationnels de PGsc , P
D
sc , et P
W
sc . Or cela est possible pour P
G
sc , mais pas pour
PDsc , et P
W
sc ! (exercice laisse´ au lecteur).
Dans cette section, nous fixons un e´le´ment ̟ ∈ K de valuation v > 0, et nous al-
lons donner une version Zℓ-rationnelle du the´ore`me 4 de l’introduction. Cela permet de
descendre les foncteurs du the´ore`me 3 a` la cate´gorie Rep∞Zℓ(G/̟
Z).
(3.3.1) Compatibilite´ des correspondances a` l’action de Galois. Comme dans le cas
ℓ-adique, les correspondances de Langlands et Jacquet-Langlands ℓ-modulaires sont com-
patibles a` l’action de Galois :
Lemme.– Les applications π 7→ ρ(π) et π 7→ σ′(π) := σ(π)(d−12 ) du the´ore`me 1 sont
compatibles a` l’action de Gal(Fℓ/Fℓ) sur les ensembles de classes de Fℓ-repre´sentations
irre´ductibles concerne´s.
Preuve. La compatibilite´ de π 7→ ρ(π) a` l’action de Galois de´coule de la caracte´risation
par les caracte`res de Brauer de [12]. Le point i) du the´ore`me 1 nous assure que l’application
π 7→ ρ(π)⊗ σ′(π) est aussi compatible a` l’action de Galois. Il s’ensuit que π 7→ σ′(π) l’est
aussi.
(3.3.2) Correspondance entre Fℓ-repre´sentations. Dans le cas ℓ-adique, on sait que
les Qℓ-repre´sentations supercuspidales sont de´finies sur leur corps de rationalite´, mais ce
n’est pas toujours le cas pour les repre´sentations de D× etWK . Cette obstruction n’existe
pas sur Fℓ puisque tout corps fini est commutatif. On de´duit donc du lemme pre´ce´dent :
Corollaire.– Pour tout corps fini F de caracte´ristique ℓ, les correspondances π 7→
σ′(π) et π 7→ ρ(π) descendent en des correspondances entre classes de F-repre´sentations
absolument irre´ductibles, la premie`re e´tant une bijection entre “supercuspidales” et “de
dimension d”, la seconde e´tant injective. De plus, on a encore
HomZℓG
(
Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ), π
)
≃ ρ(π)⊗F σ
′(π).
Changeant de point de vue, on passe aux repre´sentations irre´ductibles sur Fℓ. Le
commutant d’une telle repre´sentation π est une extension finie Fπ de Fℓ de degre´ dπ. Si
l’on voit π comme une Fπ-repre´sentation irre´ductible, le corollaire ci-dessus nous fournit
des Fπ-repre´sentations absolument irre´ductibles σ′Fπ(π) et ρFπ(π). Comme les Gal(Fπ/Fℓ)-
orbites de ces repre´sentations ont le meˆme cardinal dπ que celui de la Gal(Fπ/Fℓ)-orbite
de π, elles sont aussi irre´ductibles, en tant que Fℓ-repre´sentations.
Corollaire.– Par le proce´de´ ci-dessus, on obtient :
i) Une bijection π 7→ σ′(π) entre classes de Fℓ-repre´sentations irre´ductibles supercus-
pidales de G et classes de Fℓ-repre´sentations irre´ductibles de WK de dimension d
sur leur commutant,
ii) Une injection π 7→ ρ(π) des classes de Fℓ-repre´sentations irre´ductibles supercuspi-
dales de G dans les classes de Fℓ-repre´sentations irre´ductibles de D×,
uniquement caracte´rise´es par la proprie´te´ suivante :
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iii) la Fℓ-repre´sentation (irre´ductible) HomZℓG
(
Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ), π
)
de D× × WK est
ρ(π)-isotypique et σ′(π)-isotypique.
(3.3.3) Scindage de cate´gories. Soit π une Fℓ-repre´sentation irre´ductible supercus-
pidale de G. Choisissons un plongement Fπ →֒ Fℓ. La Fℓ-repre´sentation π := π ⊗Fπ Fℓ
contient un type (J, λ
′
) comme dans le paragraphe (B.1.6). L’unicite´ de la paire (J, λ
′
) a`
G-conjugaison pre`s nous assure que le corps de rationalite´ de λ
′
est le meˆme que celui de π,
a` savoir Fπ. Donc λ
′
est de la forme λ′⊗Fπ Fℓ. Choisissons une enveloppe projective Pλ′ de
λ′ dans Rep∞W(Fπ)(J/̟
Z) (ici W(Fπ) de´signe l’anneau des vecteurs de Witt a` coefficients
dans Fπ), et posons P̟π := ind
G
J (Pλ′). C’est une Fπ-repre´sentation, mais nous oublions
maintenant la Fπ-structure.
Proposition.– La sous-cate´gorie pleine C̟π de Rep
∞
Zℓ
(G/̟Z) forme´e des objets dont
tous les sous-quotients irre´ductibles sont isomorphes a` π, est facteur direct et pro-engendre´e
par P̟π . De plus, on a
Z̟π := EndG (P
̟
π ) ≃W(Fπ)[Sylℓ(F
×
qf
× fZ/dvZ]
ou` f est la longueur de π|G0 sur Fπ.
Preuve. Les FπJ-sous-quotients irre´dutibles de Pλ′ sont tous isomorphes a` λ′. Comme
λ′ est FℓJ-irre´ductible, la meˆme proprie´te´ est vraie pour les FℓJ-sous-quotients, et on en
de´duit les deux premie`res assertions comme dans (B.1.6). Le calcul de commutant a e´te´
effectue´ dans la proposition (B.1.6) ii).
De la meˆme manie`re, on construit un pro-ge´ne´rateur P̟ρ(π) de la sous-cate´gorie C
̟
ρ(π)
de Rep∞Zℓ(D
×) de´finie de manie`re maintenant usuelle, et dont le commutant Z̟ρ(π) est
isomorphe (abstraitement) a` Z̟π .
(3.3.4) Les re´sultats. De´composons
Hd−1c (M
ca
LT/̟
Z,Zℓ)sc =
⊕
π∈ScuspFℓ
(G/̟Z)
Hd−1c (M
ca
LT/̟
Z,Zℓ)C̟π .
Par les meˆmes arguments que le the´ore`me (3.2.4) et le the´ore`me 4, on prouve :
The´ore`me.– Il existe un isomorphisme Z̟π
∼
−→ Z̟ρ(π) et une de´composition
P̟π ⊗Z̟π P
̟
ρ(π)∨ ⊗Z̟π P
̟
σ′(π)∨
∼
−→ Hd−1c (M
ca
LT/̟
Z,Zℓ)C̟π ,
ou` P̟σ′(π)∨ est un ϕ-rele`vement de σ
′(π)∨ sur Z̟π , qui est universel pour les W (Fπ)-ϕ-
de´formations.
A` partir de la`, on de´finit deux foncteurs
Π 7→ ρ(Π) :=
⊕
π∈ScuspFℓ
(G/̟Z)
P̟ρ(π) ⊗Z̟π HomZℓG(P
̟
π , π)
et Π 7→ σ′(Π) :=
⊕
π∈ScuspFℓ
(G/̟Z)
P̟σ′(π) ⊗Z̟π HomZℓG(P
̟
π , π).
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On obtient alors le meˆme e´nonce´ (et avec la meˆme preuve) que le the´ore`me 3 mais pour
R une Zℓ-alge`bre, et en se restreignant aux R-familles de G/̟Z-repre´sentations, resp. de
D×/̟Z-repre´sentations, resp. de WK -repre´sentations de de´terminant 1 sur ϕ.
(3.3.5) Remarque.– Lorsque l’on enle`ve la condition “̟”, on ne peut parfois pas
trouver de Pρ(π) dont le commutant soit un anneau commutatif (ou, de manie`re e´quivalente,
tel que HomZℓG(Pρ(π), ρ(π)) soit de dimension 1). Ceci est lie´ au fait que ρ(π) et ρ(π)
0
n’ont pas ne´cessairement le meˆme corps de rationalite´. Lorsque cela se produit, on ne peut
plus de´composer Hd−1c (M
ca
LT,Zℓ)Cπ en un triple produit tensoriel. Plus pre´cise´ment, on ne
peut pas se´parer l’action de D× de celle de WK .
A Proprie´te´s de perfection du complexe de coho-
mologie
A.1 Perfection dans D(G)
Rappelons l’e´nonce´ que nous voulons prouver, pour une Zℓ-alge`bre finie Λ :
Proposition.– Le complexe RΓc(M
ca
LT,Λ) ∈ D
b(Rep∞Λ (G)) est localement parfait,
d’amplitude parfaite [0, 2d − 2].
Notre preuve est une adaptation de l’argument de Deligne et Lusztig de [13, Prop.
3.7], avec quelques complications techniques.
(A.1.1) Preuve dans le cas de torsion. Nous fixons un niveau H = Hn et notons
H := HΛ(G,Hn) l’alge`bre de Hecke correspondante. Nous noterons simplement RΓ
H
c le
complexe RΓc(M
ca
LT,Λ)
H qui est un objet de la cate´gorie de´rive´e Db(Mod(H)) des H-
modules a` gauche. On veut montrer qu’il est parfait d’amplitude contenue dans [0, 2d−2].
Premie`re e´tape. D’apre`s [10, Lemme 3.5.9], ce complexe s’identifie a` RΓc(MLT,n,Λ).
En particulier, ses groupes de cohomologie sont de type fini surH, et nuls en de´gre´ > 2d−2.
Par (2.1.1), on peut donc repre´senter RΓHc par un complexe (Pn, dn)n62d−2 de H-modules
projectifs de type fini, a` composantes nulles en degre´ > 2d − 2. Tronquons ce complexe
en degre´ 0 en remplac¸ant P0 par Q0 := P0/im(d−1) et en posant Qi = Pi pour i > 0.
On obtient un complexe borne´ de H-modules, nul en dehors de [0, 2d − 2], dont tous les
termes sont projectifs, sauf e´ventuellement Q0, et isomorphe a` RΓ
H
c dans D
b(Mod(H)).
Deuxie`me e´tape. Il nous faut maintenant prouver que Q0 est projectif. Comme il est de
pre´sentation finie, il suffira de prouver qu’il est plat, i.e. que pour tout i > 0 et pour tout
H-module a` droite M , le Λ-module TorHi (M,Q0) = H
−i(M ⊗LH Q0) est nul. Il est alors
utile de remarquer que le morphisme canonique RΓHc −→ Q0 dans D
b(Mod(H)) induit
justement des isomorphismes
H−i(M ⊗LH RΓ
H
c )
∼
−→ H−i(M ⊗LH Q0)
pour i > 0 ; ceci se voit facilement sur la suite spectrale Epq1 = Tor
H
p (M,Qq)⇒H
q−p(M⊗LH
RΓHc ) qui de´ge´ne`re en E2 puisque E
pq
1 = 0 de`s que pq 6= 0.
Troisie`me e´tape. Afin de mieux comprendre l’objet M ⊗LH RΓ
H
c , nous exprimons le
complexe RΓHc d’une autre manie`re. Soit PLT l’espace des pe´riodes de Lubin-Tate, et soit
ξn :MLT,n −→ P
nr
LT ≃ P
d−1
K̂nr
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le morphisme de pe´riodes de Gross-Hopkins et Rapoport-Zink. Comme ξn est un mor-
phisme e´tale, on aRξn,!(Λ) = ξn,!(Λ), et donc un isomorphisme canonique dansD
b(Mod(Λ))
(A.1.1.1) RΓc(M
ca
LT,n,Λ)
∼
−→ RΓc(P
ca
LT, ξn,!(Λ)).
Lemme.– Le faisceau e´tale ξn,!(Λ) sur P
nr
LT est naturellement muni d’une structure de
faisceau de H-modules, telle que
i) ses fibres sont isomorphes au H-module Cc(H\G,Λ) (fonctions a` support compact).
ii) l’isomorphisme (A.1.1.1) provient d’un isomorphisme dans Db(Mod(H)).
Preuve. Commenc¸ons plus ge´ne´ralement avec un faisceau e´tale de Λ-modules F sur
PnrLT, et montrons comment le faisceau ξn,!ξ
∗
n(F) est naturellement un faisceau de H-
modules. Soit U
f
−→ PnrLT un morphisme e´tale. Pour expliciter la structure de H-module
sur Γ(U, ξn,!ξ
∗
n(F)), posons Un :=MLT,n ×PnrLT U . On peut alors identifier Γ(U, ξn,!ξ
∗
n(F))
au sous-module Γ!(Un, ξ
∗
n(F)) ⊂ Γ(Un, ξ
∗
n(F)) des sections a` support propre au-dessus de
U . Comme dans [10, 3.3.2], la colimite lim
−→m
Γ!(Um, ξ
∗
m(F)) est munie d’une action lisse de
G. Comme dans [10, 3.5.10], le morphisme canonique
Γ(U, ξn,!ξ
∗
n(F)) = Γ!(Un, ξ
∗
n(F)) −→
(
lim
−→m
Γ!(Um, ξ
∗
m(F)
)Hn
est un isomorphisme et permet donc de munir le terme de gauche d’une action de H. De
meˆme on a un isomorphisme
Γc(U, ξn,!ξ
∗
n(F)) = Γc(Un, ξ
∗
n(F)) −→
(
lim
−→m
Γc(Um, ξ
∗
m(F)
)Hn
qui montre que Γc(U, ξn,!ξ
∗
n(F)) est un sous-H-module de Γ(U, ξn,!ξ
∗
n(F)). Si le Λ-module
F est injectif, il en est de meˆme de ξ∗n(F) (puisque ξ
∗
n est adjoint a` droite du foncteur
exact ξn,!), et le faisceau ξn,!ξ
∗
n(F) est donc Γc(P
ca
LT,−)-acyclique (par [1, Thm 5.2.2]).
Appliquant ceci a` une re´solution injective de Λ sur PnrLT, on obtient l’isomorphisme annonce´
au ii) dans Db(Mod(H)) :
RΓc(P
ca
LT, ξn,!(Λ))
∼
−→ RΓc(M
ca
LT,Λ)
Hn .
Finalement, le point i) de´coule du fait que ξn fait de MLT,n un reveˆtement e´tale au sens
de [20], dont les fibres ge´ome´triques sont isomorphes a` G/H.
Quatrie`me e´tape. Rappelons maintenant que le foncteur RΓc(P
ca
LT,−), dont la source
naturelle est D+(ModΛ(P˜LTet)) (cate´gorie de´rive´e des faisceaux e´tales de Λ-modules sur
PLT, cf [10, 3x.3] pour les notations), est de dimension cohomologique finie, e´gale a` 2d−2.
Il se prolonge donc a` la cate´gorie de´rive´e non borne´e D(ModΛ(P˜LTet)), ce qui nous permet
de de´finir le complexe RΓc(P
ca
LT,M ⊗
L
H ξn,!(Λ)) pour un H-module a` droite M . Lorsque
M est libre de type fini sur H, le morphisme canonique
(A.1.1.2) M ⊗LH RΓc(P
ca
LT, ξn,!(Λ)) −→ RΓc(P
ca
LT,M ⊗
L
H ξn,!(Λ))
est clairement un isomorphisme. LorsqueM est simplement de type fini, la noethe´riannite´
de H permet d’en trouver une re´solution (infinie) par des H-modules libres de type fini.
Un argument de double complexe montre alors que le morphisme (A.1.1.2) est encore un
isomorphisme.
Maintenant, les fibres de ξn,!(Λ), e´tant isomorphes a` Cc(H\G,Λ), sont plates sur H.
En effet, on a
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Fait.– La sous-cate´gorie de Rep∞Λ (G) forme´e des objets engendre´s par leurs H-inva-
riants est une sous-cate´gorie facteur direct.
Voir [10, Fait 3.5.8], ou appliquer [21, Thm 3.1] au syste`me d’idempotents (ex)x∈BT ◦
associe´ aux sous-groupes de congruences de niveau n, comme dans [21, Lem 2.6]. Dans
cette situation, le foncteur V 7→ V H = HomG(Cc(H\G,Λ), V ) induit une e´quivalence de
cette sous-cate´gorie sur la cate´gorie des H-modules a` droite, et son adjoint a` gauche
(A.1.1.3) M 7→M ⊗H Cc(H\G,Λ)
en est une e´quivalence inverse, donc est exact.
On a donc simplement M ⊗LH ξn,!(Λ) = M ⊗H ξn,!(Λ) et on obtient finalement un
isomorphisme
M ⊗LH RΓ
H
c
∼
−→ RΓc(P
ca
LT,M ⊗H ξn,!(Λ)).
Mais le complexe de droite est le complexe de cohomologie d’un faisceau, donc n’a pas de
cohomologie en degre´s ne´gatifs. On a donc bien H−i(M ⊗LH RΓ
H
c ) = 0 pour i > 0.
Cinquie`me e´tape. A ce point, nous avons prouve´ que RΓHc est parfait d’amplitude
contenue dans [0, 2d−2]. Le fait que l’amplitude est exactement [0, 2d−2] de´coule du lemme
ci-dessous. On y note 1Λ le caracte`re “trivial” deH a` valeurs dans Λ, qui envoie la fonction
caracte´ristique deHgH sur #(H\HgH) ∈ qZ. C’est l’image de la Λ-repre´sentation triviale
de G par le foncteur V 7→ V H .
Lemme.– On a un isomorphisme canonique
1Λ ⊗
L
H RΓc(M
ca
LT,Λ)
H ∼−→ RΓc(P
ca
LT,Λ) =
2d−2⊕
k=0
Λ(−k)[−2k].
Preuve. D’apre`s la quatrie`me e´tape, le terme de gauche s’identifie a` RΓc(P
ca
LT,1Λ ⊗H
ξn,!(Λ)). Comme le foncteur (A.1.1.3) est une e´quivalence inverse de V 7→ V
H , on a
1Λ ⊗H Cc(H\G,Λ) ≃ Λ, et le faisceau 1Λ ⊗H ξn,!(Λ) est donc un syste`me local en Λ-
modules libres de rang 1 sur PnrLT. D’apre`s [20, Lemma 7.3], un tel syste`me local est trivial
sur PcaLT.
(A.1.2) Preuve dans le cas ℓ-adique. Il n’y a rien a` modifier aux deux premie`res
e´tapes, mais l’isomorphisme (A.1.1.1) n’est plus correct. Pour le corriger, nous devons
rappeler la construction du complexe RΓc. On utilise librement les notations de [10, 3.3].
On note en particulier Λ• le pro-anneau (Λ/ℓ
nΛ)n∈N, ModΛ•(X˜et) la cate´gorie abe´lienne
des faisceaux e´tales de Λ•-modules sur un espace analytique X, et D
+(ModΛ•(X˜et)) sa
cate´gorie de´rive´e. On dispose alors du foncteur limite projective
lim
←−
X˜et : ModΛ•(X˜et) −→ ModΛ(X˜et) .
Par [10, (3.5.10)], RΓc(M
ca
LT,Λ)
H est l’e´valuation en le pro-faisceau constant Λ• sur P
nr
LT
du foncteur de´rive´ du foncteur
F• 7→ Γc
(
McaLT,n, lim←−
M˜LT,n,et (ξ∗n(F•))
)
= Γc
(
PcaLT, ξn,!ξ
∗
n
(
lim
←−
P˜nrLT,et(F•)
))
.
L’e´galite´ utilise l’isomorphisme lim
←−
M˜LT,n,et ◦ ξ∗n
∼
−→ ξ∗n ◦ lim←−
P˜nrLT,et , qui lui-meˆme vient du
fait que ξn est e´tale. Maintenant, la formule de projection nous donne un isomorphisme
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de faiceaux sur PnrLT
ξn,!ξ
∗
n
(
lim
←−
P˜nrLT,et(F•)
)
∼
−→ ξn,!(Λ)⊗Λ
(
lim
←−
P˜nrLT,et(F•)
)
dans lequel ξn,!(Λ) de´signe l’image directe a` supports propres du faisceau constant de fibres
Λ surMLT,n. Appliquant ceci a` une re´solution injective de Λ•, on obtient l’isomorphisme
suivant dans Db(Mod(Λ)), analogue de (A.1.1.1) :
(A.1.2.1) RΓHc = RΓc(M
ca
LT,n,Λ) ≃ RΓc
(
PcaLT, ξn,!(Λ)⊗
L
Λ (Rlim←−
P˜nrLT,et(Λ•))
)
.
Comme dans le cas de torsion (lemme ci-dessus), cet isomorphisme vit par construction
dans Db(Mod(H)). Pour tout H-module a` droite de type finiM , l’isomorphisme (A.1.1.2)
devient
(A.1.2.2) M ⊗LH RΓ
H
c
∼
−→ RΓc
(
PcaLT, (M ⊗
L
H ξn,!(Λ))⊗
L
Λ (Rlim←−
P˜nrLT,et(Λ•))
)
.
Les fibres de ξn,!(Λ) e´tant des H-modules plats, on peut supprimer le premier L dans
le terme de droite. Le complexe Rlim
←−
P˜nrLT,et(Λ•)) de D
+(ModΛ(P˜nrLT,et)) est concentre´ en
degre´s > 0, et son H0 est le faisceau constant Λ, qui est donc sans ℓ-torsion. Il s’ensuit
que le complexe (M ⊗H ξn,!(Λ)) ⊗
L
Λ (Rlim←−
P˜nrLT,et(Λ•)) ∈ D
+(ModΛ(P˜nrLT,et)) est concentre´
en degre´s > 0, et il en est donc de meˆme du complexe M ⊗LH RΓ
H
c .
A.2 Perfection dans D(D×)
(A.2.1) Proposition.– Soit Λ une Zℓ-alge`bre finie et H un sous-groupe de congruences
de GLd(O). Le complexe RΓc(M
ca
LT,Λ)
H est parfait d’amplitude [d − 1, 2d − 2] dans
Db(Rep∞Λ (D
×)).
Preuve. La preuve de cette proposition repose sur le the´ore`me de Faltings-Fargues [15,
IV.13.2] qui affirme l’existence d’un isomorphisme naturel
RΓc(M
ca
LT,Λ) ≃ RΓc(M
ca
Dr,Λ) dans D
b(Rep∞,cΛ (GD ×WK))
ou` le terme de droite de´signe le complexe de cohomologie e´quivariant de la “tour de
Drinfeld”. Nous allons donc travailler du coˆte´ “Drinfeld” en renvoyant a` [10, 3.3] pour les
notations employe´es.
On sait que la cohomologie de RΓc(M
ca
LT,Λ)
H est de type fini sur le centre de G.
Puisque le centre de D× agit comme celui de G, on en conclut que la cohomologie de
RΓc(M
ca
LT,Λ) est de type fini sur D
×. Fixons alors un sous-groupe de congruences Jn :=
1 +̟nOD de D
× agissant trivialement sur ces espaces de cohomologie. On sait d’apre`s
[10, 3.5.6] que RΓc(M
ca
Dr,Λ)
Jn ≃ RΓc(M
ca
Dr,n,Λ). Soit ξn : MDr,n −→ PDr = Ω
d−1
K̂nr
le morphisme de pe´riodes de Drinfeld et Rapoport-Zink. Comme dans la preuve de la
proposition (2.1.3), le faisceau ξn,!(Λ) est naturellement un faisceau G-e´quivariant de
Λ[D×/Jn]-modules et on a un isomorphisme
RΓc(M
ca
Dr,Λ)
Jn ≃ RΓc(P
ca
Dr, ξn,!(Λ))
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dans Db(RepΛ(D
×/Jn)), et meˆme dans D
b(Rep∞Λ (G×D
×/Jn)). Les fibres de ξn,!(Λ) sont
ici encore des Λ[D×/Jn]-modules plats, et meˆme libres de rang 1. On a donc pour tout
Λ[D×/Jn]-module M un isomorphisme
M ⊗LΛ[D×/Jn] RΓc(M
ca
Dr,Λ)
Jn ≃ RΓc(P
ca
Dr,M ⊗Λ[D×/Jn] ξn,!(Λ))
dans Db(Rep∞Λ (G)), d’ou` l’on de´duit un isomorphisme
M ⊗LΛ[D×/Jn] RΓc(M
ca
Dr,Λ)
H ≃ RΓc(P
ca
Dr,M ⊗Λ[D×/Jn] ξn,!(Λ))
H
dans Db(Mod(Λ)). On peut donc suivre le meˆme raisonnement que dans la preuve de la
proposition (2.1.3) pour en conclure que le complexe RΓc(M
ca
LT,Zℓ)
H est parfait d’ampli-
tude contenue dans [0, 2d − 2] dans Db(RepZℓ(D
×/Jn)).
Il reste maintenant a` montrer que l’amplitude parfaite est en fait la meilleure possible,
e´gale a` l’amplitude cohomologique [d− 1, 2d − 2]. Pour cela, notons D0 := O×D le groupe
des entiers inversibles de D. On se souvient [10, 3.5.2] que
RΓc(M
ca
Dr,Λ) = ind
D
D0
(
RΓc(M
(0),ca
Dr ,Λ)
)
,
ou`RΓc(M
(0),ca
Dr ,Λ) ∈ D
b(Rep∞Λ (D
0)) est le complexe de cohomologie de la tour (M
(0)
LT,n)n∈N
forme´e de reveˆtements e´tales finis de PDr. De meˆme
RΓc(M
ca
Dr,Λ)
H = Λ[D×/Jn]⊗Λ[D0/Jn] (RΓc(M
(0),ca
Dr ,Λ)
H).
Notons que la meˆme preuve que ci-dessus montre que RΓc(M
(0),ca
Dr ,Λ)
H est un complexe
parfait de Λ[D0/Jn]-modules. Il nous suffira donc de montrer que son amplitude parfaite
est bien [d− 1, 2d− 2]. On peut aussi se restreindre au cas Λ = Zℓ puisque les autres s’en
de´duisent par changement de coefficients.
Faisons ici une petite digression. Soit A un groupe et C un complexe parfait de Zℓ[A]-
modules d’amplitude cohomologique [a, b] et d’amplitude parfaite [α, β]. Par de´finition,
on a [a, b] ⊂ [α, β]. On voit aussi facilement que b = β, car si β > b, la diffe´rentielle
dβ−1 : Pβ−1 −→ Pβ est surjective et donc scindable. Supposons de plus que A est fini.
Dans ce cas le Zℓ-dual d’un Zℓ[A]-module projectif est encore un Zℓ[A]-module projectif.
Ainsi le complexe dual C∨ est parfait d’amplitude parfaite [−β,−α]. De plus, les suites
exactes
Ext1Zℓ(H
−i+1(C),Zℓ) −→ H
i(C∨) −→ HomZℓ(H
−i(C),Zℓ)
montrent que H−i(C∨) est nul pour i > −a + 1, et meˆme pour i = −a + 1 si Ha(C) n’a
pas de ℓ-torsion. Dans ce dernier cas, on a alors α = a, i.e. l’amplitude parfaite co¨ıncide
avec l’amplitude cohomologique.
Ceci s’applique au complexe C = RΓc(M
(0),ca
Dr ,Zℓ)
H et A = D0/Jn, puisque l’on sait
que Hd−1c (M
(0),ca
Dr ,Zℓ) est sans torsion (vu que H
d−2
c (M
(0),ca
Dr ,Fℓ) est nul, par [2, Cor
6.2]).
(A.2.2) Remarque.– Contrairement a` ce que pourraient laisser penser les proposi-
tions (2.1.3) et (A.2.1), le complexe RΓc(M
ca
LT,Λ) n’est pas parfait en tant que complexe
de DbΛ(G×D
×) ou DbRep∞Λ (GD). Pour le voir, faisons Λ = Fℓ et conside´rons le complexe
C := RΓc(M
ca
LT,Fℓ)⊗
L
GLd(O)K×
Fℓ ∈ D
bRep∞Fℓ(D
×/K×).
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Si ce complexe n’est pas parfait dans DbRep∞Fℓ(D
×), resp. DbRep∞Fℓ(D
×/K×), alors le
complexe RΓc(M
ca
LT,Fℓ) ne l’est pas dans D
bRep∞Fℓ(G×D
×), resp. DbRep∞Fℓ(GD). Comme
dans [10, 3.5.9] et [10, 3.5.5], on a
C ≃ RΓc(M
ca
LT,0,Fℓ)⊗
L
̟Z Fℓ = ind
D×
O×
D
̟Z
(
RΓc(M
(0),ca
LT,0 ,Fℓ)
)
.
Or, M
(0)
LT,0 est une boule unite´ ouverte de dimension d− 1 donc
C ≃ ind
D×/K×
O×
D
/O×
(Fℓ) [2− 2d].
Supposons maintenant que l’ordre de q dans Fℓ soit exactement d. Dans ce cas, la Fℓ-
repre´sentation triviale du groupe F×
qd
est de dimension cohomologique infinie, et il en
est donc de meˆme de la Fℓ-repre´sentation lisse triviale de O
×
D/K
×, ainsi que de la Fℓ-
repre´sentation ind
D×/K×
O×
D
/O×
(Fℓ), qu’elle soit vue comme repre´sentation deD× ou deD×/K×.
Le complexe C n’est donc pas parfait dans DbRep∞Fℓ(D
×), ni dans DbRep∞Fℓ(D
×/K×).
On en de´duit, sous la meˆme hypothe`se de congruence, que le complexe de cohomologie
du demi-espace de Drinfeld RΓc(M
(0),ca
Dr,0 ,Fℓ) n’est pas parfait dans D
bRep∞Fℓ(G) ni dans
DbRep∞Fℓ(G/K
×). Comme ce complexe est scinde´ (par les poids), cela signifie qu’au moins
un des espaces de cohomologie est de dimension cohomologique infinie.
B Scindages de cate´gories, enveloppes projectives,
et de´formations
Dans cet appendice, nous rassemblons les re´sultats de pure the´orie des repre´sentations
utilise´s dans le corps du texte. Nous utiliserons le lemme suivant sur une manie`re ge´ne´rale
de scinder une cate´gorie abe´lienne.
(B.0.1) Lemme.– Soit C une cate´gorie abe´lienne avec produits et coproduits, et S un
ensemble d’objets simples de C. Notons CS, resp. C
S la sous-cate´gorie pleine de C forme´e
des objets dont tous les sous-quotients simples sont dans S, resp. aucun sous-quotient
simple n’est dans S.
i) Si CS contient un objet projectif PS de C tel que HomC(PS , s) 6= 0 pour tout s ∈ S,
alors tout objet V de C posse`de une unique filtration VS →֒ V ։ V
S avec VS ∈ CS
et V S ∈ CS.
ii) Si de plus CS contient un objet injectif IS de C tel que HomC(s, IS) 6= 0 pour tout
s ∈ S, alors la filtration est (canoniquement) scinde´e. Le foncteur somme directe
CS × C
S −→ C est donc une e´quivalence de cate´gories.
Preuve. i) Comme la somme de deux sous-objets de V apartenant a` CS appartient
encore a` CS , on peut de´finir le plus grand sous-objet de V appartenant a` CS . Notons-le
VS . Supposons que V/VS n’est pas dans C
S . Alors V posse`de un sous-objet W contenant
VS tel que W/VS se surjecte sur un objet s ∈ S. Mais alors on en de´duit un morphisme
PS −→W dont l’image n’est pas dans VS : contradiction.
ii) Dualement, comme le quotient de V par l’intersection de deux sous-objets de quo-
tients dans CS est encore dans CS , on peut de´finir le plus grand quotient de V appartenant
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a` CS. Notons-le V
q
S . Toujours dualement, l’existence de IS assure que le noyau de V ։ V
q
S
est dans CS . Ceci entraine alors que la compose´e VS −→ V
q
S est un isomorphisme.
Le foncteur du ii) est clairement fide`le. Il est aussi plein car Hom(A,B) = Hom(B,A) =
0 si A ∈ CS et B ∈ C
S . On vient de montrer qu’il est essentiellement surjectif.
Nous aurons aussi besoin du fait suivant, tre`s classique.
(B.0.2) Fait– Soit P un ge´ne´rateur projectif compact (=de type fini) d’une cate´gorie
abe´lienne C essentiellement petite avec limites inductives exactes, et soit Z := EndC (P )
opp
l’anneau oppose´ de son commutant. Alors les foncteurs V 7→ HomC(P, V ) etM 7→ P⊗ZM
sont des e´quivalences de cate´gories entre C et Mod(Z) “inverses” l’une de l’autre.
B.1 Repre´sentations supercuspidales et scindages de Rep(G)
(B.1.1) Soit π une Fℓ-repre´sentation irre´ductible supercuspidale deG (au sens habituel
de Vigne´ras rappele´ au-dessus du the´ore`me 1), et soit π0 un sous-quotient irre´ductible de
π|G0 . On rappelle que Z
nr
ℓ de´signe l’extension non ramifie´e maximale de Zℓ dans Zℓ. On
de´signe par ̟ un e´le´ment de K de valuation v > 0, et par ̟Z le sous-groupe discret qu’il
engendre, que l’on conside`re parfois comme un sous-groupe central de G. Sans perte de
ge´ne´ralite´ pour ce qui suit, nous supposerons que le caracte`re central de π est trivial sur
̟. On s’inte´resse aux sous-cate´gories pleines suivantes :
– Cπ ⊂ Rep
∞
Znr
ℓ
(G) forme´e des objets dont tous les Znrℓ G
0-sous-quotients irre´ductibles
sont isomorphes a` un sous-quotient de π|G0 .
– C̟π ⊂ Rep
∞
Znr
ℓ
(G/̟Z) forme´e des Znrℓ -repre´sentations de G/̟
Z et dont tous les Znrℓ G-
sous-quotients irre´ductibles sont isomorphes a` π.
– C0π0 ⊂ Rep
∞
Znr
ℓ
(G0) forme´e des Znrℓ -repre´sentations de G
0 dont tous les Znrℓ G
0-sous-
quotients sont isomorphes a` π0.
Nous voulons montrer qu’elles sont facteurs directs, en exhiber des proge´ne´rateurs conve-
nables, et calculer les commutants de ces ge´ne´rateurs. Pour cela, choisissons un type simple
(J◦, λ) contenu dans π0, cf. [28, III.5.10.i)] ou` le type est dit “minimal-maximal”. Ainsi,
J◦ est un sous-groupe ouvert compact de G et λ une Fℓ-repre´sentation irre´ductible de J◦,
et l’on a d’apre`s [28, III.5.3]
π0 ≃ indG
0
J◦ (λ) .
Soit Pλ une enveloppe projective de λ dans Rep
∞
Znr
ℓ
(J◦). Dans les e´nonce´s qui suivent,
l’entier f de´signe la longueur de π|G0 .
(B.1.2) Proposition.– Posons Pπ0 := ind
G0
J◦ (Pλ) et Pπ := ind
G
J◦ (Pλ).
i) (a) La sous-cate´gorie C0π0 est facteur direct de Rep
∞
Znr
ℓ
(G0), pro-engendre´e par Pπ0 .
(b) Le commutant Zopp
π0
:= EndZnr
ℓ
G0 (Pπ0) est isomorphe a` l’alge`bre Z
nr
ℓ [Sylℓ(F
×
qf
)]
du ℓ-Sylow du groupe F×
qf
.
ii) (a) La sous-cate´gorie Cπ est facteur direct dans Rep
∞
Znr
ℓ
(G), pro-engendre´e par Pπ.
(b) Le commutant Zoppπ := EndZnr
ℓ
G (Pπ) est isomorphe a` l’alge`bre Znrℓ [Sylℓ(F
×
qf
)×Z].
Preuve. i)(a) Le point clef est [28, III.4.28] qui nous dit que, puisque π est su-
percuspidale, tous les sous-quotients irre´ductibles de Pλ ⊗Znr
ℓ
Fℓ, et donc aussi ceux de
Pλ, sont isomorphes a` λ (en fait, nous donnerons une preuve alternative de ce fait (moins
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e´le´mentaire) lorsque nous de´montrerons le point ii)). Il s’ensuit que Pπ0 ⊗ Fℓ est une
repre´sentation de longueur finie de G0, et que tous ses sous-quotients irre´ductibles, ainsi
que ceux de Pπ0 , sont isomorphes a` π
0. En particulier, Pπ0 est bien un objet de C
0
π0 . C’est
meˆme un objet projectif, puisqu’induit a` supports compacts d’un objet projectif.
Il reste a` voir que C0π0 est bien facteur direct de Rep
∞
Znr
ℓ
(G0). Nous avons le ne´cessaire
pour appliquer le i) du lemme (B.0.1) avec C = Rep∞Znr
ℓ
(G0), S = {π0} et PS = Pπ0 .
Pour appliquer le ii) de ce lemme, remarquons que la Znrℓ -contrage´diente P
∨
π0 de Pπ0 est
encore un objet projectif de Rep∞Znr
ℓ
(G0) (cf lemme (3.1.2)) et que tous ses sous-quotients
irre´ductibles sont isomorphes a` (π0)∨. Posons alors Iπ0 := HomZnrℓ (P
∨
π0 ,Q
nr
ℓ /Z
nr
ℓ ). C’est
un objet injectif (pas de type fini) de Rep∞Znr
ℓ
(G0) qui appartient C0π0 et qui contient π0.
On peut donc appliquer le lemme (B.0.1) et conclure.
i)(b) Pour calculer l’anneau EndG0 (Pπ0), on rappelle deux proprie´te´s du type (J
◦, λ).
a) L’ensemble d’entrelacement de λ dans G0 est e´gal a` J◦. En conse´quence, le mor-
phisme canonique EndJ◦ (Pλ) −→ EndG0 (Pπ0) est un isomorphisme.
b) Le quotient de J◦ par son pro-p-radical J1 est isomorphe a` un groupe du type
GLd′(Fqf ′ ) et λ est de la forme κ ⊗ τ avec κ une repre´sentation dont la restriction
a` J1 est irre´ductible et admettant un unique rele`vement κ˜, et τ une repre´sentation
supercuspidale du quotient GLd′(Fqf ′ ). En conse´quence, Pλ est de la forme κ˜ ⊗ Pτ
et on a un isomorphisme EndGLd′ (Fqf ′ )
(Pτ )
∼
−→ EndJ◦ (Pλ).
Reste alors a` calculer EndGLd′(Fqf ′ )
(Pτ ). Apre`s son e´tude des rele`vements possibles de
τ , Vigne´ras a observe´ dans [28, III.2.9] que d’apre`s les proprie´te´s du triangle de Cartan-
Brauer, Pτ ⊗Qℓ est isomorphe a` la somme directe
⊕
τ˜ τ˜ des Qℓ-rele`vements de τ , chacun
apparaissant avec multiplicite´ 1. Elle a compte´ ℓvℓ(q
f ′d′−1) = |Sylℓ(F
×
qf ′d′
)| tels rele`vements,
et l’anneau qui nous inte´resse est donc un ordre local dans l’alge`bre Q
ℓvℓ(q
f ′d′−1)
ℓ . L’au-
teur n’ayant pas su identifier cet ordre par des moyens e´le´mentaires, nous utiliserons
la cohomologie de la varie´te´ de Deligne-Lusztig Yd′,f ′ associe´e a` l’e´le´ment de Coxeter
de GLd′(Fqf ′ ), et qui est munie d’une action de GLd′(Fqf ′ ) × F
×
qf ′d′
. Notons Cτ la sous-
cate´gorie facteur direct de Rep∞Znr
ℓ
(GLd′(Fqf ′ )) forme´e des repre´sentations dont tous les
sous-quotients irre´ductibles sont isomorphes a` τ , qui est donc pro-engendre´e par Pτ . On
sait que le complexe RΓc(Y
ca
d′,f ′ ,Z
nr
ℓ ) est parfait dans D
b(RepZnr
ℓ
(GLd′(Fqf ′ ))), donc son
facteur direct RΓc(Y
ca
d′,f ′ ,Z
nr
ℓ )Cτ est aussi parfait. Comme dans la preuve de la proposi-
tion (3.2.1), ce facteur direct est concentre´ en degre´ d′ − 1 : cela de´coule par exemple du
the´ore`me 3.10 de [3] car Pτ est facteur direct du module de Gelfand-Graev. Il s’ensuit
que Hd
′−1
c (Y
ca
d′,f ′ ,Z
nr
ℓ )Cτ est projectif, et donc est un proge´ne´rateur de Cτ . Cet espace se
de´compose encore selon l’action de F×
qf ′d′
en
Hd
′−1
c (Y
ca
d′,f ′ ,Z
nr
ℓ )Cτ =
⊕
θ
Hd
′−1
c (Y
ca
d′,f ′ ,Z
nr
ℓ )Cτ ,Cθ
ou` θ de´crit l’ensemble des Fℓ-caracte`res de F
×
qf ′d′
et Cθ de´signe la sous-cate´gorie des Znrℓ -
repre´sentations de F×
qf ′d′
dont tous les sous-quotients sont isomorphes a` θ. La the´orie de
Deligne-Lusztig nous dit qu’il y a au moins un facteur comme ci-dessus non nul et que de
plus on a
Hd
′−1
c (Y
ca
d′,f ′ ,Z
nr
ℓ )Cτ ,Cθ ⊗Qℓ =
⊕
τ˜
τ˜ ⊗ θ˜
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ou` τ˜ de´crit l’ensemble des rele`vements de τ et θ˜ est l’unique caracte`re relevant θ et associe´
a` τ˜ par la “correspondance de Deligne-Lusztig”. En particulier, Hd
′−1
c (Y
ca
d′,f ′ ,Z
nr
ℓ )Cτ ,Cθ est
une enveloppe projective de τ . Maintenant, le complexe RΓc(Y
ca
d′,f ′ ,Z
nr
ℓ ) est aussi parfait
dans Db(RepZnr
ℓ
(F×
qd′f ′
)), donc le facteur direct Hd
′−1
c (Y
ca
d′,f ′ ,Z
nr
ℓ )Cτ ,Cθ est aussi projectif
dans Cθ. Conside´rons alors le morphisme canonique
Znrℓ [F
×
qf ′d′
]Cθ ≃ Z
nr
ℓ [Sylℓ(F
×
qf ′d′
)] −→ EndZnr
ℓ
GLd′ (Fqf ′ )
(
Hd
′−1
c (Y
ca
d′,f ′ ,Z
nr
ℓ )Cτ ,Cθ
)
Ce morphisme entre deux Znrℓ -alge`bres libres de rang fini devient bijectif apre`s inversion
de ℓ d’apre`s la de´composition pre´ce´dente. Pour voir qu’il est lui-meˆme bijectif, il suffit de
prouver que sa re´duction
Fℓ[F
×
qf ′d′
]Cθ ≃ Fℓ[Sylℓ(F
×
qf ′d′
)] −→ EndFℓGLd′(Fqf ′ )
(
Hd
′−1
c (Y
ca
d′,f ′ ,Fℓ)Cτ ,Cθ
)
l’est, ou encore, par e´galite´ des rangs, que cette re´duction est injective. Or, cela de´coule
de la projectivite´ de Hd
′−1
c (Y
ca
d′,f ′ ,Fℓ)Cτ ,Cθ sur l’anneau local Fℓ[F
×
qf ′d′
]Cθ .
Pour achever la preuve du point i)(b), il reste a` montrer l’identite´ f = f ′d′. On sait
que le normalisateur J de la paire (J◦, λ) est de la forme J◦E× pour une extension E ⊃ K
de degre´ d/d′ et degre´ re´siduel f ′, cf [28, III.5], et que λ s’e´tend en une repre´sentation λ′
telle que indGJ (λ
′) ≃ π. On a alors
π|G0 =
⊕
x∈J\G/G0
indG
0
(J0)x (λ
x) =
⊕
x∈J\G/G0
(π0)x.
La longueur f de π|G0 est donc donne´e par
f = [G : G0J ] = [G : G0̟Z][G0J : G0̟Z]−1 = d[J : J0̟Z]−1
= d[E× : O×EK
×]−1 = de(E/K)−1 = d′f ′
ii)(a) Les sous-quotients irre´ductibles de π|G0 sont en nombre fini, et permute´s par
conjugaison sous G. En appliquant la proposition pre´ce´dente a` chacun d’eux, on constate
que la sous-cate´gorie C0π ⊂ Rep
∞
Znr
ℓ
(G0) forme´e des Znrℓ -repre´sentations de G
0 dont tous les
sous-quotients irre´ductibles sont isomorphes a` un sous-quotient de π|G0 est facteur direct
de Rep∞Znr
ℓ
(G0), et pro-engendre´e par
⊕
x∈G/G0̟Z Pπ0
x ≃ P 0π .
Par de´finition, une Znrℓ -repre´sentation lisse de G est dans Cπ si et seulement si sa
restriction a` G0 est dans C0π. Soit alors V ∈ Rep
∞
Znr
ℓ
(G). Par unicite´, la de´composition
V|G0 = VC0π⊕V
C0π est ne´cessairement G-invariante, avec VC0π ∈ Cπ et V
C0π ∈ Cπ. Inversement,
l’induite d’un objet de C0π a` G appartient a` Cπ, et envoie tout proge´ne´rateur de C
0
π sur un
proge´ne´rateur de Cπ. Or, ind
G
G0
(
P 0π
)
≃ Pπ
[G:G0̟Z], donc Pπ est bien un proge´ne´rateur de
Cπ.
ii)(b) Soit J le normalisateur de la paire (J◦, λ) (note´ J◦E× dans [28, III.5]). On sait
que l’ensemble d’entrelacement de λ dans G est contenu dans (et donc e´gal a`) J . Celui de
Pλ est alors aussi contenu dans J , et on en de´duit l’isomorphisme
EndJ
(
indJJ◦ (Pλ)
) ∼
−→ EndG (Pπ) .
Par unicite´ de l’enveloppe projective, J normalise aussi Pλ. Comme le quotient J/J
◦ est
isomorphe a` Z, on peut prolonger la repre´sentation Pλ de J◦ en une repre´sentation Pλ
†
de J . On a alors un isomorphisme naturel de Znrℓ -repre´sentations de J
indJJ◦ (Pλ) ≃ Pλ
† ⊗ Znrℓ [J/J
◦]
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ou` J agit diagonalement sur le produit tensoriel (et par translations sur Znrℓ [J/J
◦]). On
en de´duit un morphisme d’alge`bres
(B.1.2.1) EndJ
(
Pλ
†
)
⊗ Znrℓ [J/J
◦] −→ EndJ
(
indJJ◦ (Pλ)
)
.
De plus, la re´ciprocite´ de Frobenius nous donne une de´composition de Znrℓ [J/J
◦]-modules
EndJ
(
indJJ◦ (Pλ)
)
≃ HomJ◦
(
Pλ, Pλ
† ⊗ Znrℓ [J/J
◦]
)
≃ EndJ◦ (Pλ)⊗ Z
nr
ℓ [J/J
◦],
et le morphisme (B.1.2.1) est induit par l’inclusion EndJ
(
Pλ
†
)
⊂ EndJ◦ (Pλ) et l’identite´
de Znrℓ [J/J
◦]. Reste donc a` voir que l’inclusion EndJ
(
Pλ
†
)
⊂ EndJ◦ (Pλ) est une e´galite´.
Comme il s’agit d’une inclusion de Znrℓ -modules libres de rang fini qui est manifestement
scinde´e, il suffit de voir que ces modules ont meˆme rang sur Znrℓ , et pour cela on peut
e´tendre les scalaires a` Qℓ. Or on sait d’une part que Pλ ⊗ Qℓ est la somme directe sans
multiplicite´ des rele`vements de λ a` Qℓ, et d’autre part que chacun de ces rele`vements est
normalise´ par J . On en de´duit que les deux alge`bres ont meˆme rang e´gal au nombre de
rele`vements de λ.
(B.1.3) Corollaire.– La repre´sentation π n’est pas sous-quotient d’une induite pa-
rabolique propre.
Preuve. En effet, si on a W ⊂ iGP (U) avec W ։ π, alors par projectivite´ on a un
morphisme non nul Pπ −→ W ⊂ i
G
P (U), et par adjonction le module de Jacquet (Pπ)NP =⊕
x∈G/G0(P
x
π0)NP est non nul, donc il existe x ∈ G tel que (P
x
π0)NP est non nul, auquel
cas ((π0)x)NP est aussi non nul, et finalement πNP est non nul, ce qui est absurde.
(B.1.4) Preuve de la proposition (3.0.2). Soit V ∈ Rep∞Zℓ(G). Posons VZnrℓ := V ⊗ZℓZ
nr
ℓ
et Γ := Gal(Znrℓ /Zℓ). D’apre`s la proposition (B.1.2), on a une de´composition
VZnr
ℓ
= (VZnr
ℓ
)sc ⊕ (VZnr
ℓ
)′, avec (VZnr
ℓ
)sc :=
⊕
π∈Scusp
Fℓ
(G)/∼
(VZnr
ℓ
)Cπ
et (VZnr
ℓ
)′ n’a aucun Znrℓ G
0-sous-quotient isomorphe a` un Znrℓ G
0-sous-quotient d’une Fℓ-
repre´sentation supercuspidale. Comme une Fℓ-repre´sentation irre´ductible est supercuspi-
dale si et seulement si ses conjugue´es sous Galois le sont, on constate que la de´composition
ci-dessus est stables par Γ, donc provient d’une de´composition V = Vsc⊕V
′, e´videmment
fonctorielle en V . Par construction, V ′ n’a aucun sous-quotient supercuspidal au sens
de (3.0.1), et par le corollaire pre´ce´dent, Vsc est bien un objet supercuspidal au sens de
(3.0.1).
(B.1.5) Le lemme suivant est utilise´ dans la preuve du the´ore`me (3.2.4).
Lemme.– Soit V une Znrℓ -repre´sentation lisse de G
0. Fixons un ensemble [G/G0J ] de
repre´sentants des G0J classes dans G. Alors il existe un isomorphisme de Zπ-modules
HomZnr
ℓ
G(Pπ, ind
G
G0 (V )) ≃ Zπ ⊗Zπ0

 ⊕
x∈[G/G0J ]
HomZnr
ℓ
G(Pπ0 , V
x)

 .
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Preuve. La re´ciprocite´ de Frobenius et la formule de Mackey fournissent
HomZnr
ℓ
G(Pπ, ind
G
G0 (V )) ≃ HomZnrℓ J◦

Pλ, ⊕
x∈[G/JG0]
⊕
j∈J
V xj


≃ HomZnr
ℓ
J◦

Pλ, ⊕
x∈[G/JG0]
⊕
j∈J
V x


≃ HomZnr
ℓ
J◦

Pλ, ⊕
x∈G/JG0
V x

⊗Znr
ℓ
Znrℓ [J/J
◦]
≃ HomZnr
ℓ
J◦

Pλ, ⊕
x∈G/JG0
V x

⊗Z
π0
Zπ
Pour passer a` la deuxie`me ligne, on identifie HomZnr
ℓ
J◦(Pλ, V
xj)
∼
−→ HomZnr
ℓ
J◦(Pλ, V
x) en
envoyant α sur α ◦ P †λ(j), ou` P
†
λ est le prolongement choisi dans (B.1.2.1). On constate
alors que la de´composition de la troisie`me ligne est compatible avec (B.1.2.1).
(B.1.6) Pour traiter le cas de C̟π , nous introduisons quelques notations supple´men-
taires. Comme dans les preuves pre´ce´dentes, soit J le normalisateur de λ dans G et soit
λ′ l’unique prolongement de λ a` J contenu dans π|J . Ce prolongement est ne´cessairement
trivial sur ̟, et puisque le groupe J/̟Z est compact, il admet une enveloppe projective
Pλ′ dans Rep
∞
Znr
ℓ
(J/̟Z). On renvoie a` l’introduction pour la notion de ̟-rele`vement et de
̟-de´formation, et on rappelle que v de´signe la valuation de ̟, et Z˘ℓ le comple´te´ de Znrℓ .
Proposition.– Soit P̟π := ind
G
J (Pλ′).
i) La cate´gorie C̟π est facteur direct dans Rep
∞
Znr
ℓ
(G/̟Z), pro-engendre´e par P̟π , qui
est une enveloppe projective de π dans Rep∞Znr
ℓ
(G/̟Z).
ii) Le commutant Z̟π := EndZnrℓ G (P
̟
π ) est isomorphe a` l’alge`bre Z
nr
ℓ [Sylℓ(F
×
qf
×fZ/dvZ)]
du ℓ-Sylow du groupe F×
qf
× fZ/dvZ.
iii) Soit Λ̟π := Z
̟
π ⊗Znrℓ Z˘ℓ. La Λ
̟
π -repre´sentation P˘
̟
π := P
̟
π ⊗Znrℓ Z˘ℓ est une ̟-
de´formation universelle de π. En particulier, l’anneau de ̟-de´formations de π est
isomorphe a` Z˘ℓ[Sylℓ(F
×
qf
× fZ/dvZ)].
Preuve. i) Puisque l’on sait que tous les sous-quotients de P̟π sont isomorphes a` π, [28,
III.5.16], l’argument utilise´ pour prouver le i)(a) de la proposition (B.1.2) montre que C̟π
est facteur direct et pro-engendre´e par P̟π . Le fait que P
̟
π soit une enveloppe projective
de´coulera du point ii) qui, a` travers l’e´quivalence de cate´gories V 7→ HomZnr
ℓ
G(P
̟
π , V ) de
C̟π vers Mod(Z
̟
π ), montre que P
̟
π est l’unique objet projectif inde´composable de C
̟
π .
ii) On sait que l’ensemble d’entrelacement de λ′, donc aussi celui de Pλ′ , est contenu
dans J . Le morphisme canonique
EndJ (Pλ′) −→ EndG (P
̟
π )
est donc un isomorphisme. Conside´rons l’induite ind
J/̟Z
J◦ (Pλ). D’une part, elle est iso-
morphe aux coinvariants indJJ◦ (Pλ)̟Z , donc par le ii)(b) du lemme pre´ce´dent (et sa
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preuve), on a
EndJ
(
ind
J/̟Z
J◦ (Pλ)
)
≃ Znrℓ [Sylℓ(F
×
qf
)× J/J◦̟Z].
D’autre part elle se de´compose en une somme
ind
J/̟Z
J◦ (Pλ) ≃
⊕
λ†
Pλ†
ou` λ† de´crit tous les prolongements de λ a` J/̟Z (parmi lesquels figure λ′).
Or, ces prolongements sont en bijection avec les Fℓ-caracte`res de J/J◦̟Z ≃ fZ/dvZ
[28, III.4.27.2], et l’alge`bre de´crite ci-dessus se de´compose aussi en un produit
Znrℓ [Sylℓ(F
×
qf
)× J/J◦̟Z] =
∏
χ
Znrℓ [Sylℓ(F
×,ℓ
qf
)× Sylℓ(J/J
◦̟Z)]
indexe´ par les Fℓ-caracte`res de J/J◦̟Z. En identifiant les deux de´compositions, on en
de´duit la proprie´te´ annonce´e.
iii) Puisque le foncteur M 7→ P̟π ⊗Z̟π M est une e´quivalence de cate´gories entre
Mod(Z̟π ) et C
̟
π , on voit que P
̟
π est plat sur Z
̟
π , de re´duction P
̟
π ⊗Z̟π Fℓ isomorphe a`
l’unique objet simple de C̟π , a` savoir π. Ainsi, P˘
̟
π est bien un ̟-rele`vement de π sur Λ
̟
π .
Soit maintenant π˜ un ̟-rele`vement de π sur une Znrℓ -alge`bre locale comple`te noethe´-
rienne Λ de corps re´siduel Fℓ. Montrons d’abord que EndΛG (π˜) = Λ. En effet, si H est un
pro-p-sous-groupe ouvert tel que πH 6= 0, alors la sous-Λ-alge`bre de EndΛ
(
π˜H
)
engendre´e
par les ope´rateurs de Hecke se surjecte sur la Fℓ-alge`bre EndFℓ
(
πH
)
(par le the´ore`me de
densite´ de Jacobson applique´ a` π), donc est e´gale a` EndΛ
(
π˜H
)
par le lemme de Nakayama.
Conside´rons alors l’action canonique du centre Z(C̟π ) de la cate´gorie C
̟
π sur π˜. Cette
action “commute au commutant” donc est Λ-line´aire, et fournit un morphisme d’anneaux
Z(C̟π ) −→ EndΛG (π˜) = Λ. Dans le cas π˜ = P
̟
π , le morphisme obtenu Z(C
̟
π ) −→ Z
̟
π est
un isomorphisme. Par composition, on en de´duit un morphisme Z̟π −→ Λ, qui se prolonge
au comple´te´ Λ̟π −→ Λ.
Puisque P̟π est projectif, on peut choisir un rele`vement P
̟
π −→ π˜ de P
̟
π −→ π.
Ce rele`vement est Z(C̟π )-line´aire, donc se factorise a` travers un morphisme Λ-line´aire
P̟π ⊗Z̟π Λ −→ π˜ qui se prolonge uniquement en P˘
̟
π ⊗Λ̟π Λ −→ π˜. Par Nakayama, ce
dernier morphisme est surjectif. Par e´galite´ des rangs (des H-invariants pour H pro-p-
sous-groupe ouvert tel que πH 6= 0), il est meˆme bijectif. Cela montre que la̟-de´formation
P˘̟π est verselle.
Supposons maintenant donne´s deux morphismes α1, α2 : Λ
̟
π −→ Λ tels que les
de´formations P˘̟π ⊗Λ̟π ,α1 Λ et P˘
̟
π ⊗Λ̟π ,α2 Λ soient ΛG-isomorphes. L’action du centre
Z(C̟π ) sur ces deux objets est alors donne´e par un morphisme Z(C
̟
π ) −→ Λ e´gal a` la
restriction de α1 et α2 a` Z
̟
π ⊂ Λ
̟
π . Par densite´ de Z
̟
π dans Λ
̟
π , on a donc α1 = α2 et la
̟-de´formation P̟π est universelle.
Remarquons que les de´formations d’une repre´sentation cuspidale de GL2(Qp) ont e´te´
e´tudie´es dans [19] par une approche diffe´rente (mais reposant sur les types). Comme M.
Emerton nous l’a signale´, notre argument reposant sur les proprie´te´s tre`s particulie`res
de l’enveloppe projective de π (notamment la commutativite´ du commutant) est un cas
particulier d’une the´orie plus ge´ne´rale de´veloppe´e par Paskunas dans [23, Ch. 3].
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B.2 Repre´sentations supercuspidales et scindages de Rep(D×)
Soit ρ une Fℓ-repre´sentation irre´ductible de D× dont le caracte`re central est trivial sur
̟ ∈ K× ⊂ D×, et soit ρ0 un sous-quotient irre´ductible de ρ|D0 , ou` l’on pose D
0 := O×D
pour homoge´ne´iser les notations. Comme dans le paragraphe pre´ce´dent, on de´finit des
sous-cate´gories pleines Cρ ⊂ Rep
∞
Znr
ℓ
(D×), C̟ρ ⊂ Rep
∞
Znr
ℓ
(D×/̟Z) et Cρ0 ⊂ Rep
∞
Znr
ℓ
(D0).
(B.2.1) Proposition.– Soit Pρ0 une enveloppe projective de ρ
0 dans Rep∞Znr
ℓ
(D0).
i) La sous-cate´gorie C0ρ0 est facteur direct dans Rep
∞
Znr
ℓ
(D0), pro-engendre´e par Pρ0 .
ii) La sous-cate´gorie Cρ est facteur direct dans Rep
∞
Znr
ℓ
(D×), pro-engendre´e par l’induite
Pρ := ind
D×
D0
(
Pρ0
)
.
Supposons de plus que JLFℓ(ρ) est supercuspidale, et notons f la longueur de ρ|D0. Alors
iii) Le commutant Zopp
ρ0
:= EndZnr
ℓ
D0
(
Pρ0
)
est isomorphe a` Znrℓ [Sylℓ(F
×
qf
)].
iv) Le commutant Zoppρ := EndZnr
ℓ
D× (Pρ) est isomorphe a` Z
nr
ℓ [Sylℓ(F
×
qf
)× Z].
Preuve. i) Soit mD l’ide´al maximal de OD. Le quotient O
×
D/(1 + mD) e´tant cyclique,
la the´orie de Clifford nous dit que ρ0 ≃ indD
0
Nτ
(
τ †
)
, ou` τ † est un prolongement d’un sous-
quotient irre´ductible τ de ρ0|1+mD a` son normalisateur Nτ dans D
0. Toujours par cyclicite´
de Nτ/(1 + mD), Nτ posse`de un plus grand ℓ
′-sous-groupe N ℓτ , dont le quotient est un
ℓ-groupe cyclique. On en de´duit que
Pρ0 ≃ ind
D0
Nℓτ
(
τ †
)
,
donc en particulier que tous les sous-quotients irre´ductibles de Pρ0 sont isomorphes a` ρ
0.
Il en va de meˆme de ceux de Pρ0 . A` partir de la`, on raisonne comme dans la preuve du
point i)(a) de la proposition (B.1.2).
ii) Meˆme preuve que le point ii)(a) de la proposition (B.1.2).
La preuve de iii) et iv) ne´cessite plus de notations. Elle est donne´e a` la fin de la preuve
de la proposition (B.2.3) ci-dessous.
(B.2.2) Equivalences de cate´gories et dualite´. La proposition pre´ce´dente nous donne,
graˆce a` (B.0.2), une paire d’e´quivalences “inverses” Cρ
// Mod(Zρ)oo Nous allons donner
une autre forme a` ces foncteurs a` partir de la contragre´diente ρ∨ de ρ.
Auparavant, il nous faut identifier Zρ∨ et Z
opp
ρ . Pour cela, remarquons d’abord que la
contragre´diente P∨ρ0 de Pρ0 est un objet projectif inde´composable de Rep
∞
Znr
ℓ
(D0) dont tous
les sous-quotients sont isomorphes a` ρ0,∨. C’est donc une enveloppe projective de ρ0,∨ et
nous identifierons P∨ρ0 et Pρ0,∨ . Maintenant, comme Pρ0 est monoge`ne, on peut trouver
un idempotent ερ de l’alge`bre des mesures localement constantes H
0 := H(D0,Znrℓ ) sur
D0 tel que Pρ0 ≃ H
0ερ. On fixe un tel idempotent et un tel isomorphisme. Alors P
∨
ρ0
s’identifie a` H0εˇρ ou` fˇ de´signe l’image de f par l’automorphisme d 7→ d
−1. En notant
H := H(D×,Znrℓ ) l’alge`bre des mesures localement constantes a` support compact sur D
×,
on a maintenant Pρ = Hερ et Pρ∨ = Hεˇρ. En particulier on a Zρ = ερHερ et Zρ∨ = εˇρHεˇρ
Ainsi, l’application d 7→ d−1 induit un isomorphisme
(B.2.2.1) Zρ∨ 7→ Z
opp
ρ
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Proposition.– Identifions Zρ et Z
opp
ρ∨ au moyen de l’isomorphisme (B.2.2.1).
i) Il y a un Zρ-isomorphisme fonctoriel en V ∈ Rep
∞
Znr
ℓ
(D×)
Pρ∨ ⊗Znr
ℓ
D× V
∼
−→ HomZnr
ℓ
D×(Pρ, V ).
ii) Il y a un D×-isomorphisme fonctoriel en M ∈ Mod(Zρ)
Pρ ⊗Zρ M
∼
−→ HomZρ(Pρ∨ ,M).
Dans le produit tensoriel du premier isomorphisme, on fait implicitement de Pρ∨ un
Znrℓ D
×-module a` droite en composant l’action a` gauche par d 7→ d−1.
Preuve. C’est essentiellement de l’“abstract nonsense”. Pour V ∈ Rep∞Znr
ℓ
(D×), on a
d’une part
HomZnr
ℓ
D×(Pρ, V ) = HomZnr
ℓ
D×(Hερ, V )
∼
−→ ερV
et d’autre part
Pρ∨ ⊗Znr
ℓ
D× V = (Hεˇρ ⊗ V )D× = ερH⊗H V
∼
−→ ερV.
Cela re`gle le premier isomorphisme. Pour le second, observons que le foncteur M 7→
HomZρ(Pρ∨ ,M) est adjoint a` droite du foncteur V 7→ Pρ∨ ⊗Znrℓ D× V . Or, ce dernier est
une e´quivalence Cρ
∼
−→ Mod(Zρ) par le premier isomorphisme, doncM 7→ HomZρ(Pρ∨ ,M)
en est un e´quivalence “inverse”, ne´cessairement isomorphe a` l’e´quivalence “inverse” M 7→
M ⊗Zρ Pρ.
Passons maintenant a` la cate´gorie C̟ρ . L’entier f de´signe la longueur de ρ|D0 et v est
toujours la valuation de ̟.
(B.2.3) Proposition.– Supposons que JLd,Fℓ(ρ) est une repre´sentation supercuspi-
dale, et soit P̟ρ une enveloppe projective de ρ dans Rep
∞
Znr
ℓ
(D×/̟Z).
i) La sous-cate´gorie C̟ρ est facteur direct dans Rep
∞
Znr
ℓ
(D×/̟Z), pro-engendre´e par
P̟ρ .
ii) Le commutant Z̟ρ := EndZnrℓ D×
(
P̟ρ
)
est isomorphe a` Znrℓ [Sylℓ(F
×
qf
× fZ/dvZ)].
iii) Soit Λ̟ρ := Z
̟
ρ ⊗Znrℓ Z˘ℓ. La Λ
̟
ρ -repre´sentation P
̟
ρ est une ̟-de´formation universelle
de ρ. L’anneau de ̟-de´formations de ρ est isomorphe a` Z˘ℓ[Sylℓ(F
×
qf
× fZ/dvZ)].
Preuve. Nous allons utiliser la the´orie des types de Broussous pour D× pour de´crire
l’enveloppe projective P̟ρ de manie`re suffisamment explicite. L’article [7] n’est e´crit que
pour les Qℓ-repre´sentations, mais s’e´tend sans proble`me aux Fℓ-repre´sentations comme
dans le chapitre III de [28]. Ainsi, la repre´sentation ρ est de la forme ρ ≃ indD
×
J (λ)
pour un “type simple e´tendu” (J, λ) forme´ d’un sous-groupe ouvert J de D× contenant le
centre K× et d’une Fℓ-repre´sentation irre´ductible λ de J . Nous avons besoin de quelques
pre´cisions sur la forme de ces objets. Notons J0 := D0∩J le sous-groupe compact maximal
de J , et J1 son pro-p-radical. Il existe une extension E de K contenue dans D, dont
nous noterons B le commutant (qui est une alge`bre a` division de centre E) telle que
J = J1B× (B× normalise J1) et J1 ∩ B× = B1 := 1 + MB . De plus λ est de la forme
λ ≃ η ⊗ τ ou` η|J1 est irre´ductible, et τ est une repre´sentation de J/J
1̟Z, i.e. une
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repre´sentation mode´re´ment ramifie´e de B×. Une telle repre´sentation est facile a` de´crire,
puisque B×/(1 + mB), resp. B
×/(1 + mB)̟
Z, est isomorphe au groupe F×
qf ′d′
⋊ Z, resp.
au groupe F×
qf ′d′
⋊ Z/e′d′vZ ou`
– f ′ est le degre´ re´siduel de E sur K et e′ est son indice de ramification
– (d′)2 est la dimension de B sur E
– le ge´ne´rateur positif de Z agit sur Fqf ′d′ par le Frobenius relatif a` Fqf ′ .
Par conse´quent, il existe un unique diviseur m de d′, et un caracte`re Frob-re´gulier χ de
F×
qf ′m
×mZ/e′d′vZ tel que
τ = ind
F×
qf
′d′
⋊Z/e′d′vZ
F×
qf
′d′
⋊mZ/e′d′vZ
(
χ ◦NF
qf
′d′ |Fqf ′m
)
.
L’entier m est le meˆme que celui de [7, De´f. 10.1.4]. Un point crucial maintenant est que,
vu notre hypothe`se de supercuspidalite´ de JLd,Fℓ(ρ), on a m = d
′. En effet, soit ρ˜ un
rele`vement de ρ a` Qℓ ; la repre´sentation JLd,Qℓ(ρ˜) est alors e´galement supercuspidale, et
l’e´galite´ m = d′ est une reformulation du point (2) de [8, Cor. 1]. On a donc finalement
τ = ind
F×
qf
′d′
⋊Z/e′d′vZ
F×
qf
′d′
×d′Z/e′d′vZ
(χ)
pour un caracte`re Frob-re´gulier χ de F×
qf ′d′
× d′Z/e′d′vZ.
Nous allons maintenant produire une enveloppe projective P̟ρ a` partir de ces objets.
De la discussion pre´ce´dente on de´duit que si P̟χ est une enveloppe projective de χ dans
Rep∞Znr
ℓ
(F×
qf ′d′
× d′Z/e′d′vZ), alors, son induite
P̟τ = ind
F×
qf
′d′
⋊Z/e′d′vZ
F×
qf
′d′
×d′Z/e′d′vZ
(
P̟χ
)
est une enveloppe projective de τ dans Rep∞Znr
ℓ
(J/J1̟Z), dont tous les sous-quotients
irre´ductibles sont isomorphes a` τ . Par ailleurs, comme dans le cas des types de Bushnell-
Kutzko, [28, III.4.20], on peut relever η en une Znrℓ -repre´sentation η˜. La Z
nr
ℓ -repre´sentation
P̟λ := η˜ ⊗ P
̟
τ
de J/̟Z est projective et se surjecte sur λ. Elle est aussi inde´composable (car si η˜⊗P̟τ =
W1⊕W2, on obtient en appliquant le foncteur HomJ1(η˜,−) une de´composition de P
̟
τ , or
ce foncteur n’annule aucun sous-objet non nul de η˜⊗P̟τ puisque la restriction de ce dernier
a` J1 est η˜-isotypique). Ainsi, P̟λ est une enveloppe projective de λ dans Rep
∞
Znr
ℓ
(J/̟Z).
Conside`rons maintenant l’induite
P̟ρ := ind
D×
J (P
̟
λ ) .
Elle est projective dans Rep∞Znr
ℓ
(D×/̟Z), et tous ses sous-quotients irre´ductibles sont
isomorphes a` ρ. Par re´ciprocite´ de Frobenius, la dimension de HomD×(P
̟
ρ , ρ) sur Fℓ est
1, donc P̟ρ est e´galement inde´composable, et finalement est une enveloppe projective de
ρ dans Rep∞Znr
ℓ
(D×/̟Z).
Passons maintenant a` la preuve de la proposition. Puisque P̟ρ ∈ C
̟
ρ , le point i) se
prouve comme le i)(a) de la proposition (B.1.2).
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ii) Par construction on a une suite de morphismes de Znrℓ -alge`bres
EndF×
qf
′d′
×d′Z/e′d′vZ
(
P̟χ
)
−→ EndJ (P
̟
τ ) −→ EndJ (P
̟
λ ) −→ EndD×
(
P̟ρ
)
.
Le premier est un isomorphisme car le caracte`re χ est Frob-re´gulier. Le troisie`me est un
isomorphisme car l’ensemble d’entrelacement de (J, λ) est e´gal a` J [7, (10.1.3)]. Enfin,
le second est un isomorphisme car EndJ1 (η˜) = Z
nr
ℓ . Maintenant, la premie`re alge`bre est
facile a` calculer :
EndF×
qf
′d′
×d′Z/e′d′vZ
(
P̟χ
)
≃ Znrℓ [Sylℓ(F
×
qf ′d′
× d′Z/e′d′vZ)].
Notons que f ′d′e′ = d, de sorte que d′Z/e′d′vZ ≃ f ′d′Z/dvZ. Il ne nous reste donc plus
qu’a` ve´rifier que f ′d′ = f . Avec les notations ci-dessus, on a ρ = indD
×
J0E× (η ⊗ χ). Par la
formule de Mackey on a donc
ρ|D0 ≃
⊕
x∈J0E×\D×/D0
(
indD
0
J0 (η ⊗ χ)
)x
.
Chaque induite est irre´ductible puisque l’entrelacement de η ⊗ χ dans D0 est J0. Donc
f = [D× : D0E×] = d[D0E× : D0K×]−1 = d[E× : K×]−1 = de′
−1
= d′f ′.
iii) La preuve est la meˆme que celle du iii) de la proposition (B.1.6).
Nous pouvons maintenant prouver les points iii) et iv) de la proposition (B.2.1).
Comme ci-dessus, on utilise le type pour produire une enveloppe projective Pρ0 sous la
forme :
Pρ0 := ind
D0
J0
(
η˜ ⊗ P 0χ
)
ou` P 0χ est une enveloppe projective de χ dans Rep
∞
Znr
ℓ
(F×
qf ′d′
). L’homomorphisme canonique
EndZnr
ℓ
F×
qf
′d′
(
P 0χ
)
−→ EndZnr
ℓ
D0
(
Pρ0
)
est un isomorphisme, et on identifie facilement le terme de gauche a` Znrℓ [Sylℓ(F
×
qf ′d′
)].
Par ailleurs, posons Pχ := ind
F×
qf
′d′
×d′Z
F×
qf
′d′
(
P 0χ
)
et Pτ := ind
F×
qf
′d′
⋊Z
F×
qf
′d′
×d′Z
(Pχ), de sorte que
Pρ = ind
D×
J (η˜ ⊗ Pτ ). Les deux homomorphismes canoniques
EndZnr
ℓ
(F×
qf
′d′
×d′Z) (Pχ) −→ EndZnr
ℓ
(F×
qf
′d′
⋊Z) (Pτ ) −→ EndZnrℓ D× (Pρ)
sont des isomorphismes, et on identifie facilement le terme de gauche a` Znrℓ [Sylℓ(F
×
qf ′d′
)×Z]
de la meˆme manie`re que dans la preuve du ii)(b) de la proposition (B.1.2).
B.3 ϕ-de´formations de repre´sentations irre´ductibles de WK
Fixons une Fℓ-repre´sentation irre´ductible σ de WK de dimension d. D’apre`s [27, 2.6],
on peut e´crire σ sous la forme
σ = indWKWL (τ) , ou`
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– L est une extension mode´re´ment ramifie´e deK, de degre´ re´siduel note´ d′e′ et d’indice
de ramification note´ f ′.
– La restriction ν := τ|PK de τ au sous-groupe d’inertie sauvage deWK est irre´ductible,
et son normalisateur NormWK (ν) est le groupe de Weil WE d’une sous-extension
E ⊂ L sur laquelle L est non ramifie´e de degre´ d′.
La forme de σ montre que τ y apparait avec multiplicite´ 1. En fait on a mieux ; soit Iℓ
′
L
le plus grand sous-groupe ferme´ d’ordre premier a` ℓ du sous-groupe d’inertie IL de WL.
C’est un sous-groupe distingue´ de WE . et WL/I
ℓ′
L ≃ Zℓ ⋊ Z.
(B.3.1) Lemme.– Pour toute Fℓ-repre´sentation irre´ductible σ′ de WK , on a
dimFℓ(HomFℓIℓ
′
L
(τ, σ′)) =
{
1 si σ′ ∼ σ
0 si σ′ ≁ σ
ou` σ ∼ σ′ signifie que σ′ est un twist non ramifie´ de σ.
Preuve. Si σ′ ∼ σ, on a dimFℓ(HomFℓIℓ
′
L
(τ, σ′)) = dimFℓ(HomFℓIℓ
′
L
(τ, σ)) > 1. Pour
montrer l’e´galite´, on e´crit τ sous la forme ρ|WL⊗χ ou` ρ est un prolongement de ν a`WE et
χ est un caracte`re de WL, dont le normalisateur dans WE est ne´cessairement WL. Il faut
alors voir que le normalisateur de χ|Iℓ′
L
dans WE est encore WL. Via le corps de classes,
on a une de´composition de l’abe´lianise´
W abL ≃ L
× = O×,ℓ
′
L ×O
×,ℓ
L ×̟
Z
E
ou` Iℓ
′,ab
L ≃ O
×,ℓ′
L , ou` O
×,ℓ
L est le ℓ-Sylow (cyclique) de O
×
L , et ̟E est une uniformisante de
E qui en est une aussi de L puisque L est non ramifie´e sur E. L’action de WE est triviale
sur ̟ZE et le caracte`re χ est trivial sur O
×,ℓ
L . Le normalisateur de χ|Iℓ′
L
est donc le meˆme
que celui de χ, a` savoir WL.
Soit maintenant σ′ irre´ductible telle que HomFℓIℓ
′
L
(τ, σ′) 6= 0. Il existe alors un caracte`re
ψ de WL/I
ℓ′
L tel que HomFℓWL(τψ, σ
′) 6= 0. Comme ψ est aussi trivial sur le ℓ-Sylow de
W abL , il est non ramifie´. Il est donc restriction d’un caracte`re non ramifie´ encore note´ ψ
de WK . Ainsi, HomFℓWL(τ, σ
′ψ−1) 6= 0, ce qui montre que σ′ψ−1 ≃ σ.
(B.3.2) On note Cσ = Cσ(K) la sous-cate´gorie pleine de Rep
c
Znr
ℓ
(WK) forme´e des
objets dont tous les Znrℓ IK-sous-quotients irre´ductibles sont isomorphes a` un sous-quotient
de σ|IK . De meˆme on dispose de la sous-cate´gorie C1(L) (pour la repre´sentation triviale
de WL) de Rep
c
Znr
ℓ
(WL). On choisit maintenant un rele`vement τ˜ de τ dans Rep
∞
Znr
ℓ
(WL).
Comme le pro-ordre de Iℓ
′
L est premier a` ℓ, la restriction τ˜|Iℓ′
L
est uniquement de´termine´e.
Proposition.– Soit Pσ := ind
WK
IL
(
τ˜|Iℓ′
L
⊗Znr
ℓ
[[Iℓ
′
L
]] Z
nr
ℓ [[IL]]
)
.
i) La sous-cate´gorie Cσ(K) de Rep
c
Znr
ℓ
(WK) est facteur direct, pro-engendre´e par Pσ. Le
commutant Zoppσ := EndZnr
ℓ
WK (Pσ) est isomorphe au produit croise´ Z
nr
ℓ [[IL/I
ℓ′
L ]]⋊ϕ
Z
L.
ii) Le foncteur
Iτ˜ : C1(L) → Cσ(K)
M 7→ indWKWL
(
τ˜ ⊗Znr
ℓ
M
) .
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est une e´quivalence de cate´gorie, dont une e´quivalence inverse est donne´e par le
foncteur
Rτ˜ : Cσ(K) → C1(L)
(V, σV ) 7→ HomZnr
ℓ
Iℓ
′
L
(τ˜ , V )
ou` WL agit sur le terme de gauche par composition w · α := σV (w) ◦ α ◦ τ˜(w)
−1.
Preuve. i) Posons σ0 := indIKIL (τ). C’est un sous-quotient irre´ductible de σ|IK et
tous les autres lui sont conjugue´s. Le lemme pre´ce´dent nous dit que σ0 est la seule
Fℓ-repre´sentation irre´ductible de IK dont la restriction a` Iℓ
′
L contient τ|Iℓ′
L
. Il s’ensuit
imme´diatement que la sous-cate´gorie C0σ0 de Rep
c
Znr
ℓ
(IK) forme´e des objets dont les sous-
quotients irre´ductibles sont isomorphes a` σ0 est stable par sous-objet (et quotients et
sommes directes), et pro-engendre´e par l’induite Pσ0 := ind
IK
IL
(
τ˜
|Iℓ
′
L
⊗Znr
ℓ
[[Iℓ
′
L
]]
Znrℓ [[IL]]
)
.
Ceci s’appliquant a` toute repre´sentation irre´ductible de IK , on en de´duit aussi qu’elle
est facteur direct. La premie`re assertion du point i) en de´coule, comme dans la preuve
de (B.1.2) ii)(a). La deuxie`me assertion peut se voir par un calcul direct, ou comme
conse´quence du ii), cf plus bas.
ii) Les deux foncteurs sont visiblement exacts. On a une transformation naturelle
αV : ind
WK
WL
(
τ˜ ⊗Hom
Iℓ
′
L
(τ˜ , V )
)
−→ V
donne´e par e´valuation des morphismes et re´ciprocite´ de Frobenius. En utilisant le fait
que Hom
Iℓ
′
L
(τ, τw) est nul si w n’est pas dans WL, on constate que Rτ˜ (αV ) est inversible.
Comme ce foncteur est pleinement fide`le par i), αV est aussi inversible. Dans l’autre sens,
on a la transformation naturelle
βM : M −→ HomIℓ′
L
(
τ˜ , indWKWL (τ˜ ⊗M)
)
qui envoie m sur Idτ˜ ⊗m. Toujours graˆce au fait que HomIℓ′
L
(τ, τw) est nul si w n’est pas
dans WL, on constate que βM est un isomorphisme. On notera que Pσ = Iτ˜ (P1), donc le
commutant de Pσ est isomorphe a` celui de P1 qui est bien comme annonce´ au i).
(B.3.3) La cate´gorie Cabσ . Soit Z
ab
σ le plus grand quotient commutatif de Zσ. La
cate´gorie Mod(Zabσ ) est naturellement une sous-cate´gorie pleine de Mod(Zσ), stable par
sous-quotients et sommes directes.
De´finition.– On note Cabσ l’image essentielle du foncteur M ∈ Mod(Z
ab
σ ) 7→ Pσ ⊗Zσ
M ∈ Cσ, et P
ab
σ := Pσ ⊗Zσ Z
ab
σ .
Ainsi Cabσ est une sous-cate´gorie pleine de Cσ, stable par sous-quotients et sommes
directes. En tant que cate´gorie abe´lienne, elle est pro-engendre´e par P abσ , mais on prendra
garde au fait que celui-ci n’est pas un objet projectif dans Cσ. Par construction, on a un
isomorphisme canonique Zabσ
∼
−→ EndZnr
ℓ
WK
(
P abσ
)
.
Concre`tement, le foncteur Rτ˜ induit une e´quivalence C
ab
σ (K)
∼
−→ Cab1 (L), ce qui via le
corps de classes montre que
Zabσ ≃ Z
nr
ℓ [Sylℓ(k
×
L )× Z].
D’autre part,
P abσ ≃ ind
WK
Iℓ−ab
L
(
τ˜|Iℓ−ab
L
)
ou` Iℓ−abL de´signe le noyau de la compose´e IL
ArtL−→ O×L ։ Sylℓ(k
×
L ).
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(B.3.4) Dualite´ et e´quivalences. Ce paragraphe est l’analogue du paragraphe (B.2.2).
Soit H = H(WK ,Znrℓ ) l’alge`bre des mesures continues a` support compact sur WK et
localement constantes pour l’action de Iℓ
′
K . La repre´sentation τ˜|Iℓ′
L
fournit un idempotent
abusivement note´ εσ qui permet d’identifier Pσ a` Hεσ et fournit un proge´ne´rateur Pσ∨ :=
Hεˇσ de Cσ∨ . L’inversion w 7→ w
−1 permet alors d’identifier Zσ = eσHeσ a` Zσ∨ .
Proposition.– Avec cette identification,
i) Il y a un Zσ-isomorphisme fonctoriel en V ∈ Rep
c
Znr
ℓ
(WK)
Pσ ⊗Znr
ℓ
WK V
∼
−→ HomZnr
ℓ
WK (Pσ∨ , V ).
ii) Il y a un WK-isomorphisme fonctoriel en M ∈ Mod(Zσ)
Pσ ⊗Zσ M
∼
−→ HomZσ(Pσ∨ ,M).
Preuve. Cela se prouve comme la proposition (B.2.2).
(B.3.5) Notons Rel(σ) la cate´gorie cofibre´e en groupo¨ıdes au-dessus de la cate´gorie
des Znrℓ -alge`bres locales comple`tes noethe´riennes, dont les objets sont les paires (Λ, σ˜) avec
σ˜ un rele`vement de σ sur Λ. De meˆme on a la cate´gorie Rel(1WL) des rele`vements de la
repre´sentation triviale de WL. La proposition (B.3.2) nous assure que les foncteurs Iτ˜ et
Rτ˜ induisent des e´quivalences (fibre´es) inverses entre Rel(σ) et Rel(1WL).
Fixons maintenant un e´le´ment ̟ de valuation v > 0 dans K et un e´le´ment ϕ ∈ WK
d’image ̟ via l’homomorphisme WK −→ K
× du corps de classes, puis supposons que
le de´terminant de σ sur ϕ soit e´gal a` 1. Si ε de´signe la signature de l’action de ϕ sur
WK/WL, et si t : W
ab
K −→W
ab
L de´signe le transfert, on a la formule [16]
det(σ(ϕ)) = ε(ϕ) det(τ(t(ϕ))) = 1.
Quittes a` ajuster notre choix de rele`vement τ˜ par un caracte`re non ramifie´ de WL, nous
supposerons que
ε(ϕ) det(τ˜(t(ϕ))) = 1.
On s’inte´resse a` la cate´gorie ϕ-Rel(σ) des ϕ-rele`vements de σ. De l’autre coˆte´, on note
t(ϕ)δ-Rel(1WL) la cate´gorie des rele`vements du caracte`re trivial de WL qui valent 1 sur
l’e´le´ment t(ϕ)δ ∈W abL . On rappelle que δ est la dimension de τ .
(B.3.6) Corollaire.– les foncteurs Iτ˜ et Rτ˜ induisent des e´quivalences (fibre´es)
inverses entre ϕ-Rel(σ) et t(ϕ)δ-Rel(1WL). En particulier,
i) L’anneau Λσ de ϕ-de´formation de σ est isomorphe a` Znrℓ [Sylℓ(F
×
qf
× fZ/dvZ)], ou` f
de´signe la longueur de σ|IK .
ii) Soit σ˜ un ϕ-rele`vement de σ sur Λσ tel que
σ˜ ⊗Qℓ ≃
⊕
rℓσ†=σ,detσ†(ϕ)=1
σ†.
Alors σ˜ est la ϕ-de´formation universelle de σ.
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Preuve. On sait que ces foncteurs induisent des e´quivalences entre cate´gories de de´for-
mations sans conditions de de´terminant. Il suffit donc de ve´rifier que ces conditions se
correspondent. Ecrivons
σ˜ = Iτ˜ (1˜WL) = ind
WK
WL
(
τ˜ ⊗ 1˜WL
)
.
La formule
det(σ˜(ϕ)) = ε(ϕ) det(τ˜(t(ϕ)))1˜WL (t(ϕ))
δ = 1˜WL(t(ϕ))
δ
(vu notre choix de rele`vement τ˜) montre que les conditions se correspondent bien.
i) Il suffit de calculer la t(ϕ)-de´formation universelle de 1WL , c’est-a`-dire la de´formation
universelle du caracte`re trivial du groupe W abL /t(ϕ)
δZ. Via le corps de classe, ce groupe
est isomorphe a` L×/̟δZ, puisque le transfert s’identifie a` l’inclusion de K× dans L×. Ce
dernier groupe se de´compose en
L×/̟δZ ≃ (1 +mL)× k
×
L × Z/e
′δvZ.
La cate´gorie des t(ϕ)δ-rele`vements de 1WL est donc e´quivalente a` la cate´gorie des rele`ve-
ments du caracte`re trivial du ℓ-Sylow Sylℓ(k
×
L × Z/e
′δvZ). En particulier l’anneau de
̟-de´formation de σ est isomorphe a` la Znrℓ -alge`bre de ce ℓ-Sylow. Maintenant, vu nos
notations, on a kL ≃ Fqf ′d′ , et Z/e
′δvZ ≃ f ′d′Z/dvZ. Il suffit donc de ve´rifier que f = f ′d′.
La formule de Mackey donne
σ|IK ≃
⊕
w∈WK/IKWL
indIKIL
(
τ|IL
)w
.
On sait que σ|IK est semi-simple, donc l’induite ind
IK
IL
(τ) l’est aussi, mais puisque l’entrela-
cement de τ|IL est e´gal a` IL, cette induite est inde´composable, donc finalement irre´ductible.
La longueur f est donc e´gale a` [WK :WLIK ] = f
′d′.
ii) En vertu du i) et de sa preuve ci-dessus, il suffit de montrer que si 1˜ est une
de´formation du caracte`re trivial du groupe Sℓ := Sylℓ(F
×
qf
× fZ/dvZ) sur son alge`bre de
fonctions Λ := Znrℓ [Sℓ] telle que 1˜⊗Qℓ ≃
⊕
χ:Sℓ−→Qℓ
χ, alors elle est universelle.
Partons de la de´formation universelle, a` savoir la repre´sentation re´gulie`re 1˜un de Sℓ vue
comme de´formation du caracte`re trivial sur l’alge`bre Λun = Znrℓ [Sℓ]. Par universalite´, la
de´formation 1˜ est obtenue en poussant 1˜un par un morphisme Λun
α
−→ Λ. Par hypothe`se,
α induit une bijection entre Qℓ-caracte`res de Λ et de Λun. En particulier α est injectif,
car Λun est re´duit et sans ℓ-torsion. Il induit donc une injection µℓ∞(Λun) −→ µℓ∞(Λ),
laquelle est une bijection puisque ces deux groupes sont finis de meˆme cardinal. Or, Λ est
engendre´ par µℓ∞(Λ) sur Znrℓ , donc α est aussi surjectif.
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